
ELEMENTS 

DE IA TIIEORIE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQllES. 


* J 3 21. 


PARIS. — GAUTHIER -A'ILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRR, 
Qua! des Grands-Augustins, 55. 



ELEMENTS 

DE LA THliORIE DES 



PAR 


Jules TANNERY, | Jules MOLE, 

Sous -Direcleur lies Etudes scientHiquo I IMole^eur a la Faeulte <Ie< Sciences 

a I’Ecole Normale superieure. j ,i e >;ancv. 


TOME IV. 

CALCUL INTEGRAL (II' Partiki. 

APPLICATIONS. 



PARIS, 

< »A U THIE R- V L L L A R S, IM P RIME U R-LI B R AI RE 


DE L E COL E POLYTKCIINIQUK, I)U BUREAU DES LONGITUDES f 
(Hiai dcs Grands-Angus tins, 55. 


57/77 
"f ! f r^ 

v,H 



TABLE DES MATURES 

DU TOME IV. 


GALGUL INTEGRAL 

(2 e PART IE). 


INVERSION 

( SllilO ). 


CflAPITRE IX. 




dz 


Evaluation des integrates de la forme 

' v ; A 6Cz- 4 t)z + E 

prises le long d’un chemin quelconque, dans le cas ou A, B, C. D, E 
sont rdels. 


390-593. Evaluation des inL^grales de 1 


a forme /-- 

J —V 1 


dv 


Pages. 


vHy-eJiy—eJiy—ez) 


prises le long d’un chemin quelconque, dans le cas ou e,, e,, e a 
soul reels. i 


391-596. Evaluation des integrales de la memo forme, prises le long d’un 
chemin quelconque, dans le cas oil e., est on nombre reel et ou 

e n e :l sont des nombres imaginaires conjugues. 9 

397-599. Substitutions lineaires permellant de transformer 
dz dy 

" , - —.i.::. ■ ■■ —. en -==^. 7 " -- - . i 4 

v/a z x -i- 4 B z A o c - 2 4 R ~ -h e \'4y ! — g-iy — 


>00-602. Cas ou A esL nul. 21 

303-606. Cas ou A n’est pas nul. 26 

307-G09. Reduction k la forme de Legendre. 32 

310-615. Substitution quadratique. 35 


GHAPITRE X. 
Intdgrales elliptiques. 


316-618. Evaluation des integrales elliptiques. 45 

319-620. Reduction de Legendre. 5o 












TABLE PES 31A TIE RES. 


Basis. 


-a. be iambi. ... 
;7- . > 1..A m be \\ eier-l v»>- 


CIIAPITRE xr. 

Substitutions birationnelles de Weierstrass. — Integration de l’equation 

f i z j 

differentielle — a , c 1 - - \ a. z-- <> a , r- \a z - 1 - a ,. 

till ' ' 

.7.... (»:; 


CIIAPITRE XII. 

Equations aus derivees partielles. 


>- . .. ~(> 

T V HIE Yl IT.S FORMI'LKS PC CALC CL INTEGRAL. SS-i.lS 

ICLei minaCon de la function inverse de p a . i.5c)-i(if> 


PREMIERES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQTJES. 

CIIAPITRE I. 

Premieres applications a la Geometrie et a la Mecanique. 

Lon anear <] on arc <i“elli|#se.. ,( 

■A '• L‘>n r uii*ur Cun are de lemniscate. t(] 

7' Viiv de IVllif^-Tde.. ( „ 

■7b-7A Pen,kbe simple..... .\ ,1 

P^ndui-- *piieri»jnr. 

0 ^•.«;\ement d'un corps solide autour d'un point iixe dans Ie cas 

-u .1 n'y , s pas de force exLcrieure . 


CIIAPITRE II. 

Premieres applications a l'Algebre et a I’Arithmetique. 

Ifiwsiun Jes pcnodes par un nombre cntier. 

Lquat ions mod u I a ires... 

. i> 17 

1 ! obi cine tie la transformation. . 

_ > 2 'j 

d ; 7’,'7 D : V ! S : Ui ‘ <k ' S IM?r!odes r ’ ar 3 - modulaire correspomlanlc. mu 

-bf/.’ r, ! V i S !” a <leS pdriodcs par 5 - ^ uation modulaire correspondante. add 

Ab!- 1 ' 1 ’! VIS . 1 ° n d Une L ' 0Ucle dc ,emniscate en 3, 4 ou 5 parties egales.. 

< 1 -u- * i S. Division de Paruument. 

*■ i^- A• • Multiplication curnplexe. 

















TABLE DES MATIERES. Til 

Padres. 


7 NS - Decomposition d'u n no mb re enticr en line somme de quatre carres. 2G0 


5 X(*/.; 

theoreme de M. Picard. 2G4 

Note 2 . Sur 1 es suites ariLhinctico-geemetriques de Gauss. 269 

Note 3 . Sur les covariants H et T d’une forme biquadratique. 274 

Note 4 . Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas 

ou les invariants sont reels. 276 

Note 5 . Sur le sens de la variation des functions ?s pourdes valeurs reelles 

de Fargument dans Ic cas normal. 2S1 

Lettre de Ch. Hermite a M. Jules Tannery. 

Introduction a cette Lettre. 2S2 

Lettre de Charles Ilermite. 294 


FIX DE LA TABLE DES MATIERES. 


ERRATA. 


Pages. 

Lipnes. 

TOME I. 

An Lien de : 

Lire : 

12 

10 

"+■ 1 a v 

+ [a f | 

44 

6 

K 

r 

R 

109 

dernicre 

u -i- a ) 2 

( u -+- a )- 

2 

10 

TOME II. 

qui vont chi point ... 

2 

Note (-) derniere 


Functional 

8 

7 en remontant 


sur la formule q x q 2 ( li— G •• • 

10 

Note ( 1 ) 5 en rem. 

i 845 

1 1S 43 , p. 640, 6 cj 3 , 921, 1 i5i et 
i 1S 44 1 P* 1069; voir aussi GEu~ 
j ores de Cauchy, i re s., t.VIII, 

102 

17 

a -I- nb , b ] 

( p. 067 et 2 e s., t. VII, p. 324. 

[a - f- nb , b ] 

io 3 

iG 

a, 2] 

[a, 2] 

io 3 

iG 

2, a] 

[ 2 , a] 

104 

Note ( 2 ) 


Werke, t. Ill, p. 189 


Ajouter : M. Dedekind a donne une autre solution de cette question difficile 
(,journal de Crelle, t. 83, p. 265 : Ueber die elliptischen Modulfunetionen) en 
suivant d’ailleurs une marche toute differente. M. H. Weber a modifie la solu¬ 
tion de M. Dedekind ( Acta mathematica, t. VI). 










ERRATA. 


I'-^. Li.r:i 

e«. 

An lieu de : 

Lire : 

: • derni 

1 ire 

e en passant 

el en passant 




v* a — i y : 

' i : f * 


=■ ( 

-1)3 

<n 

I-x j: 


sn ( ii, k) — 

sn (u | -r ) = sn (u, k ) ^ 

- -V !2 


cn ( u, k) = 

en ( a 1 z ) = cn ( u , k) =. 

, 


dn 'k, k) — 

dn ( u | t j - - dn (u, k ) 




K' 

. . » ii 



TC 

q - e k 

: ,5 Nute ' •} 

derniere 

e, H 

e r ii, 

■j j :< > 


£ 

"if 



n — 0 

71 — 0 

i , d 


TOME ill. 

U», M (- «)-— »V .a 




rzzn — 1 

I „ N 



I| =Lv7 

3 Z I 

’i \ derniere 

• 2 fois ) 

V 

v(') 


\ 

le produit est etendu a ces 

| Faccent (') veut dire : 

jj - 

h i 

me rues combinaisons 

-P i: . * f 

*<»is ) 

V 

v(') 

l'i I f 


pour le produit 

l’accent <0 indique quo 

”-i 7 et 

b 

(C1I) 

( CII 4 ) 

5 a 11 


(XCVII j 

(GJ 

e>2 j, et j en 

remonL 

mime role r : (XCVI) 

~i demit 

he 

= i 

rr 2 2 "~ 2 

. r * 


la relation ( CII G ) 

( la troisieine relation (Oil, 

( dn 2 u — r -- 7J ( o ) h- Z' ( u ) 

7 * '* 


(CX ; _ c ) 

(XC 4 _ G ) 

*ij I'j 


iz p'« ,p' u 

-t~pXp'« 



a„ = 

/2 j -0 j 6 |) —-} ~ 1 

■4 s 


lire : 



T-r 1 7 = v~i 

; * v 11 n tP“-p(“.+«.,,)] n n (J 5 «-p« M )ii (p, “ 


le coefficient de i 


le coefficient de 


r f Jerniuro | ces seiz e developpements | * cesdeveloppemenls qui sc 
X 1 ' ( reduisent a dix 

i :h *J et 7 en remonL des seize formules (CVII 3 _ G ) des dix formules (CVII._.) 

£33 5 en remontant (i — y-t 


\ A-'K,*'K a ,**'K 2 , 

pour { „ _I 

( k K 2 , \Jk r K, yjksjk' IC 


pour A'K, \Jk' K 




E RRATA. 


IX 


1‘nge^. Tigncs. 


,-iii lieu cle : 


K 


0 


io.s 

15S S 

l( '\ \ 

id 7 j 

17*. derniere 

1 bio 5 

1S7 - on remontant 

2,5 i 


Lu e : 


J 


J 

H R. 

R' R' 

mum!roter : (CXYIII j 


( 0 ) 

~ 1 

(CXIXJ 


S o ( 0 ! M 

( CXIX 9 } 

.7 (° I i) 




r 


: ' V'=i — S 3 V'** 


a 'j en remontant 
2 - 1 ‘) 5 

5 ///•<? : 

X f ^' j 1014 ( 3 -j- i v 1 — z-) t •> \'\ 


1 

- nh 


V{z) 


/(l -T- \k' )‘ 

•i6\ \ cn remontant lire : 

_ aX ( b 1 ) log ( .3 -i- 7 \'i — 3 -) 




'V* & 5 (j',, ( 3 j: 


;gxxvii } ) « : 


MI- 


/ v'e, — e.i (i -- \//>')" (. I — V T)’ \X — <?J 


2 a„* , "S , »(=)- 


Zle lecteur qui voudra se bonier d ua apercu cle la Theorie des fone lions 
dliptiques et acquerir settlement les notions les plus indispensables aux Appli¬ 
cations des fond ions elliptiques d la Mecanique, pourra se dispenser cle lire 
] es Chapitres XI et XIJ {numeros 031 d G4G). 



ELEMENTS 

DE LA TIIEOPJE DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

TOME IV. 


CALCUL INTEGRAL. 


INVERSION 

(suite). 


CHAPITRE IX. 

EVALUATION DES INTEGRATES DE LA FORME 
*■ -i— 4 D -S'* ~ “ E Li Z~ —r~ 4 D 3 — r~ E 

PRISES LE LONG D’UN CHEMLN QUELCONQUE, DANS LE GAS 
OU A, B, G, D, E SONT REELS. 


Evaluation des integrates de la forme 
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dv 


(y— ?») « 3 ) 

prises le long d’un cliemin queleonque, dans le cas ofi e h e 2 , e 3 

sont reels. 


590. Reprenons Tetude, le long cl’iin cliemin determine du 
ilan des y, de Fintegrale f oil Y — 4y 3 — g\ 2 y — °’ 3 , dans 

J — V 1 

0 cas ou g r 3 sont reels. Ida p pel on s que, dans ce cas, la fonc- 
ion p(u ; ,g 2 > gV) dont les coefficients sont reels, prend, en meme 
emps que w, des valeurs reeiles ou imaginaires conjugates. 

T. et M. — IV. i 
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Considerons d'abord le cas ou les racines e { , e 2) e s sont reclles. 
Xous supposerons e t > e 2 > e 3 et les nombres to,, -j reels el 
posilifs * .. Dans le plan desy,le long de Paxe des quantiles reclles 
pratiquons une coupure de e t a e 2 , de e 2 a <? 3 , de e 3 a — co el de- 
simoons par y Y la fonction de y, liolomorphe dans le plan coupe, 
q 11 i prend des valeurs positives pour de grandes valeurs positives 
de a*. Les si^nes de la partie reelle et du coefficient de f, dans 
eeile fonction \ Y, s’obtiennent tres aisemenl sur les bords supe- 
rieur ou inferieur des diverses parties de la coupure, et memo 
dans tout le plan des y, si Ton observe qu’ils ne pen vent changer 
que lorsque la quantite sous le radical est reelle, c’esl-a-dire 
lorsque le pointy traverse soit Paxe des quantiles reclles, soil 
Phyperbole fH'i dont Pequation serait 12 it 2 — 4 ^ 2 — g'2 = o dans 
un systeme de coordonnees v, dont les axes coincideraienl avec 
Paxe des quantiles reelles et Paxe des quantiles purement imagi- 
naires du plan des y. Comme il est commode d’avoir ces signcs 
dans les applications, on les a indiques dans la figure (A) du Ta¬ 
bleau de formules (CXXX); le premier signe se rapporte a la 
partie reelle, le second a la partie imaginaire; Pune de ccs quan-* 
tiles est nulle sur les lignes de separation, ce que Pon a indiqud 
en remplacant par o Pun des signes z±i. Relalivemenl aux cou- 
pures, nous conviendrons de regarder le bord superieur comme 
appartenant a la moitie superieure du plan des y, le bord infe- 
rieur comme appartenant a la moitie inferieure. Ceci pose, on a 
le theoreme suivant : 

11 existe une fonction de y, que nous designerons par arg py, 
avant les proprietes que voici : elle est liolomorphe dans tout 1c 
plan coupe; pour tout point de ce plan on a p(argpy) =zy; 
quandy n’est pas sur une coupure on pent mettre argpy sous la 
iorrne /o>, — t'co 3 , t et i! etant des nombres reels, salisfaisant aux 
conditions 0 < t < 1, — 1 < t f <^ 1 ; suivant quey est sur la cou¬ 
pure ({iii \a de e K a e*, de e 2 a £3, de e 3 a — co, on pent mettre 

‘ 1 ‘ 0bservODS en passant, que l’on a oq > ^ suivant que 1’on a £ o, ainsi qu’il 
resulte des expressions de K, Iv' (ou x, x') au moyen de k 2 (ou %) et dc ce que 
l*on a. suivant les deux cas, k 2 ^\ et, par suite, k 2 £k' 2 . On voit aussi que quand 
Ir decroit de 1 a o, le rapport dX croit de 0 a l'infini. 

I OJj 
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irgpy sous la forme to, =z to 3 , to, t s =z to 3: zw^j, ou t h est 
’^eel et compris entre o et i, et ou il faut prendre le signe supe- 
rieur ou inferieur suivant que Ton est sur le Lord superieur ou 
Inferieur de la coupure. Ces conditions permettent, pour chaque 
valeur de y : de calculer sans ambigu’ite la valeur correspondanle 
de arg py en se reportant an Tableau t CXX 1 X,_^); i est d’ail- 
1 eurs negatif ou positif suivant que le point y appartient a la 
moitie superieure on inferieure du plan; t ! est nul quand y est 
reel, compris entre e { et -r- x. 

Si Ton admet pour un instant F existence de cette fonction ho- 
lomorphe, inverse de la fonction p, on deduit immediatement de 
l’identite p( arg py) = y que la derivee, prise par rapport a y 7 

de la fonction arg py est egale, au signe pres, a —elle lui est 

precisement egale, en adoptant le sens prescrit pour le denomi- 
nateur, puisqn’elle est negative pour de grandes valeurs positives 
de y. On voit done que 1’etude de l’integrale envisagee se ramene 
a celle de la fonction argpr. 

591 . L’existence de la fonction argpjp re suite ai semen t de la 
representation conforme d’un demi-rectangle des periodes de la 
fonction pu, au moyen de la relation y = pa ( r ). Nous choisi- 
rons, pour le rectangle des periodes de la fonction p «, le rectangle 
dont les sommeis sont to, — to 3 , to, -7- to 3 , — —r- to 3 , —to, — to 3 , 
qui est symetrique par rapport aux axes des quantiles reelies et 
purement imaginaires. L’ equation (en u)y ~ p a admet deux ra- 
cines situees dans ce rectangle, figurees par deux points syme- 
Iriques par rapport au point 0; elle admet par consequent une ra- 
cine dans le rectangle (li) dont les sommets sont to, — to 3 , to,-f- to 3 , 
to 35 — to3; cette racine est unique si elle est figuree par un point 
interieur a (R); mais si la racine 11 est 11 n point du perimetre 
de (R), le point it! symetrique de u par rapport a l’axe des quan¬ 
tiles reelies sera encore une racine de i’equation y = p a, puisque 
Ton aura alors, suivant le cote ou se trouve le point u, Tune des 
trois egalites u -f- u r = o, u — u = du 2 to 3 , 11 -j- u = 2 to, et, dans 
tons les cas, pi! = pu =y\ u et a' etant imaginaires conjngues 
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ainsi que les quantiles egales pu, pu F , y est forcemcnl reel. On 
pre\oil ainsi que Pimage sur le plan des 7 da rectangle (11) du 
plan des u remplira tout le plan des y et que Pimage du penmelrc 
de R - se fera deuxfois quelque part sur Paxe des quantiles reel les. 

Dans le plan des «, Paxe des quantiles reelles parlage le rec¬ 
tangle R - en deux rectangles (R,), (R a ), sjmetriques par rapport 
a cel axe et dont les images scront, dans le plan des y, aussi sy- 
metriques par rapport a Paxe des quantites reelles. Nous designe- 
rons par Pij > le rectangle situe dans la region su peri cure du plan 
des u : ses sommets sont les points o 7 co,, to, -f- oj :h to ;j . Suivant 
que e . 2 est posilif, nul, ou negalif, la base de ce rectangle sera plus 
longue, dememe longueur on plus courte cjue sa hauteur. L’image 
de ses cotes, pris clans Pordre adopte pour les sommets, de fa eon 
que son perimetre soit parcouru dans le sens direct, sc fail evi- 
demment sur les segments + go ... <?,, e K ... t? 2 , e :i ... co 

de Paxe des quantiles reelles du plan des 7. An rectangle ( 11 ,) 
substituons one figure (S,), quien differe infiniment pen, obteuue 
en decrivant de chacun des sommets de (R,) comme centre, avec 
un rayon infiniment petit, un quart de cercle situe dans Pinlericur 
du rectangle et en supprimant de (R,) les petites parlies limilecs 
par ces quarts de cercle; la figure (S,) a liuit cotes, qua Ire recti- 
lignes et quatre circulaires. La fonclion p f u ne s’annule ct no de¬ 
cent infinie ni sur le contour de (S { ) ni a Pinlerieur; le principe 
cle la conservation des angles s’applique done sans restriction a la 
representation conforme de (S,) par la formule y = pit. Suppo- 
s«jos que le point u parte du sommet de (S,) silue sur Paxe des 
quantites reelles. dans le voisinage de o, puis decrive les liuit coles 
du contour Je iS,) dans le sens direct; suivons le mouvcmenl cor¬ 


respondent du point y = pu. li par Lira d’un point infiniment 
cloigne. vers — x, de Paxe des quantites reelles et se mouvra sur 
cet axe en se rapprochant du point e { sans y parvenir, decrira ap- 
pioximati\ement, autour de e { comme centre, un dcmi-cercle in- 
fin ini ent petit, situe dans la region inferieure du plan, sc mouvra 
Mir I axe des quantites reelles en se rapprochant de e» sans I’at- 

teindre. decrira approximativement, autour de e a comme centre, 
un denn-cercle infiniment petit situe dans la region inferieure du 
plan, se mouvra sur Paxe des quantites reelles en se rapprochant 
de sans 1 attemdre, decrira encore approximativement, autour 
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ie e 3 comme centre, urn demi-cercle inflniment petit situe dans la 
egion inferieure dn plan, recommencera a se mo avoir sur Faxe 
[es quantiles reelles j usque vers — oc, et decrira enfin approxima- 
ivement, dans la region inferieure dti plan, im demi-cercle de 
ay on infininienl grand, de centre o, qui ira rejoindre 1c point de 
lepart vers -f-oc. Dans Pimage, les mouvements rectilignes cor¬ 
espondent aux cotes rectilignes de la figure (S ,) et n'onl pas be- 
oin d ? etre expliques da vantage*, les mouvements circulates ap- 
>roximatifs correspondent a la description des cotes circulaires 
ie (Sf); qu’ils soient tcis que nous Favons dit, c'est ce qui re- 
ulte, pour les irois premiers, de ce que le developpement sui- 
ant les puissances de u de la function paire p(to a — u) — e % 
ommence par un tcrme en u' 2 , pour le demi-cercle infiniment 
rand, de ce que le developpement de p a commence par u~ 2 . 

Dans le mouvement, le contour de l’aire infiniment grande qui 
epresente (S ( ) est decrit dans le sens direct comme le contour 
le (Rt). II en resulte que si Ton considere un point y 0 situe a 
interieur de Fa ire qui forme Fimagc de (St), le vecteur qui va 
e ce point y 0 au point mobile y qui decrit le contour de cette 
mage, to urn e de quand le point u decrit le contour de (Rt); 
n en conclut, en raisonnant comme au n° 508 , que l’equation 
en u) y 0 = p u admetune racine et une seule figuree par un point 
iterieur a (Rt), ce qui est conforme a ce que l’on a dit au debut. 
)n vo it done que Pirn age de (R,) se fait sur la moitie inferieure 
u plan des y ; le peri metre de (’R,) a son image sur Faxe des 
[uantites reelles : ce perimetre fait partie de la figure (R|;; nous 
onviendrons de regarder les images des cotes qui vont de cot a 
>1 -f- to 3 , de to 1 -j- to 3 a to 3 , de to 3 a o, comme se faisant sur les 
ords inferieure des portions de coupure qui vont de e { a e. 2 , de e* 
e 3 , de e 3 a —oc ,* quant au cote qui va de o a to 1? son image est 
ur la portion non coupee de Faxe des quantites reelles. La fonc- 
ion argpy est alors definie sans ambigui'te pour tons les pointsy 
e la moitie inferieure du plan des y, y compris les bords infe- 
ieurs des coupures : sa valeur est cette racine unique, definie 
ilus haul, de Fequation y = pu, racine figuree par un point du 
ectangle (Rt) ou de son perimetre. 

L’image du rectangle (R 2 ) se fait symetriquement sur la partie 
dn nlart dp<; v rI np.rmftt, Hr comnle er la efin t n d 
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la fonction arg.pr. Les images des cotes qui vont de w, a w, — io 3 , 
J e oj, —w 3 k — to :i; de — w 3 a o, se font sur les bords si/pe- 
rieurs des portions de coupure qui vont de e, a e- 2 , de e 2 a <? :1 , de e ; , 
u —x, en sorte que les bords superieur eL infericur d line cou- 
pure sont les images de deux points diflerents. On a precisemenl 
inlroduil les coupures pour que les points du plan des u sillies a 
i'interieur ou sur le perimetre du rectangle des periodes (II) ct 
les points du plan des y se correspondissenl d’unc fa con uni- 

i'Orjw'. 

592 . Les proprietes enoncees de la fonction arg py sonl, main- 
tenant evidentes; elle est liolomorplie dans le plan coupe on verlu 
de la tlieorie des fonctions implicites (note i, n° 357 ). Quelques 
autres proprietes de la meme fonction se deduisent immediate- 
men t des remarques suivantes. 

Les paralleles aux cotes du rectangle (R)ont pour images, dans 
le plan des r, des arcs de courbes algebriques, com me il rc suite 
de la formule d’addition de la fonction pa. Considerons cn parti- 
culier, dans le plan des u, le segment de droite qui va de co 1 -|- 7 (o ;{ 
a .7 co 3 ; il partage le rectangle (R/,> en deux rectangles (/\ 2 ) 

dont le second repose sur i’axe des quantiles reelles. 

La premiere formule (LX 4 ). en y supposanl a 3 el en y fui- 
sant a = it — l to 3 , donne 

\ P' u'—jcoz) -e z \/p{u' — t co 3 ) — = /e(^ t — e z ). 

Si a! est reel, les deux facteurs qui figurenl dans le premier 
membre sont conjugues; leur produit represente la distance du 
point r == p( u! -r- i w 3 ) an point e 3 , distance qui est conslante cn 
vertu de Tegalite meme; le point p(a'\ <o 3 ) est done sur le 
cercle * <? 3 ) de centre e z et de rajon k(e\ — e z ) ; les points e K , e 2 
sont sunetriques ( n° 559 ) par rapport a ce cercle; lorsque a 1 varic 
de to| a o, le point u = u' n- ? o) 3 decrit dans le plan des u le seg¬ 
ment considere, et son imagey = pu decrit, dans le plan des jp, 
du point p = e 2 4- Ic(e { — e 3 ) au point q~e z — fc(e { — e 3 ), la 
moitie du cercle (e 3 ) situee au-dessous de l’axe des quantites 
reelles, puisque u se meut dans (R { ). Lhmage de (r { ) se fait a 
1 interieur de ce demi-cerele, celle de [r 2 ) sur la region du demi- 
pkn inferieur qui est en dehors. Designons par (r 3 ), (,*,) les rec- 
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.nglesqui, dans le plan des u , sont, par rapport a Paxe des quan- 
tes reelles, les symetriques des rectangles (;\>). u ' { ); leurs images 
.root, dans le plan des y, symetriques par rapport a Faxe des 
jantites reeiles des images de ces derniers rectangles; Fimage 
li segment qui va de to, ■— ^ to 3 a — i co 3 se fait sur la moitie su- 
srieure du ccrcle (e 3 ). En represen La nt par to, t to 3 t! la valeur 
3 arg py, ] t' | sera inferieur ou superieur a suivant que y sei'a 
Uerieur ou interieur au cercle (e 3 ). On demontrerait de iiieme 
ae Fimage du segment qui va de ~ to, — to 3 a to, ~ ox 3 est un 
ircle (e { ) de centre e { et de rayon k f [e { — e 3 ): suivant que le 
Dint r est exterieur ou inteiieur a ce cercle fe t ), 1 j est inferieur 
.1 superieur a l . 


593 . De Fegalite 


1 cl 

/Y = ^--8Pr- 


J n} _ (.J y 

' le cliemin qui 

)i —/ Y _ 

i de y\ a y . 2 ne traverse pas de coupure et ou y Y a le sens precise 
debut, a pour valeur arg p —arg py { . Ce resultat subsiste 
le cliemin d’integration suit le Lord d’une coupure, sans la tra- 


Si le cliemin d’integration traverse la coupure, nous convien- 
‘ons de designer encore, cn cliaque point de ce cliemin, par y/Y 
fonction d ey, holomorplie dans le plan coupe des y\ deiinie au 


‘but, Landis que nous designei'ons par \!\ la fonction obtenue 
ir continuation, le long du cliemin d’integration, de la fonction 


,ii coincide avec \l\ au debut de ce cliemin. Si cette fonction 
lincidait avec \ \ avant de traverser unc coupure, on aui'ait ne- 


jssairement \ !\ — sj Y aprfs avoir traverse cette coupure, et 

{ Va 

-, prise le long d’un 

. : ~SOL 

leniin quelconque, qui peut traverser un nombre quelconque de 
is les coo pares el qui va d’un point quelconque y K du plan des y 
un point quelconque y* de ce plan, sans passer toutefois par 
s points e,, e 2 , e 3 , il suflira de fractionner le cliemin donne en 

irfi ac rrm rfic hAnl f'lt'iAnnA rl ct n c 1a nl an Amin A A L fF A va 111 PT S^.nn — 
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remen t chacune des parties correspond antes en reinplacan l, sui- 

vant les cas, \_V par \Y on par —yA. 

Supposons, par exemple, cfiie le chemin d’inlegralion traverse 
ime seuie fois la coupure de has en haul en nn point a. Nous cl is— 
tinauerons les deux points a ; , a!' qui coincident avec a, niais qui 
sent situes le premier sur le Lord inferieur, 1 c second sur le bord 
superieur de la coupure, et nous aurons 


J 


fly 

~TlY 


r* c h L. c yi ji— - — [ }i 

\ 3 —y_V Jet" — j yi — yA J cl" — vA 


ou Fon doit prendre le signe inferieur dans le cas sen lenient oil 
Fon traverse la coupure en ire e 2 et e 3 . On aura done, en obser- 
vanl la meme regie pour les signes, 


r- fly 

jy t -/I 


= f arg p a'zz arg p a" i — i arg py i zh arg py-> ); 


d 7 ailleurs la premiere parenthese se reduit a 20,, 2oo ;i ou 0, sui- 
vant que x est entre e h et e 2 , e 2 et <? 3 , <? 3 et — go. 

Nous nous con teutons de signaler les resullals s 11 i van is, que 
Fon pent d'ailleurs lire sur la figure (A), 


r 


dy 

-V'Y 


... 

.A - V /Y 


dv 

-i/Y 


; w 3} 


r 


<Kr 

- 7 y 


la seeonde et la Iroisieme integrates elanl prises sur le bord infe¬ 
rieur de la coupure. Si on les prenail sur le bord superieur de la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 

Ces formules peuvent etre encore ecrites sous les formes 


( GXXX* = ' r d} i =C0,. ' r —- T ( jy ^ . 

^ e * ■ V ^ ^ I \A j J_ ca | y/Y | ,/ e; | sjY I i 

Pour = 0^2 = 0, e 3 =z — e n k 2 = i), on a en particulier 

0)4 “ T> ^ 1 §' ure formee paries quatre points o ; co^oq-t- to 3 , to 3 , 
est un carre. 
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II. — Evaluation des integrates de la forme 


/- 


dr 


y — t*i ,ii r — e - 2 )' y ~~ e :i i 
rises le long d’un eke min quelconque, dans le cas oft <?- 2 est nn 
lombre reel et oft e u e 3 sont des nombres imaginaires conjugues. 


o 9 -i. Supposons main tenant que deux des racines de Y soient 
aaginaires. Rcprenant les notations dn n° 060, nous suppose- 
>ns e s = A -f- B<? — A —■ B f, e 2 — — a A, B p> o; co, et co^sont 
>nnes com me on Pa explique dans Sememe numero, et sont des 
Lianlites conjugates; on les calculera an moven des Tableaux 
1 XXY) ou (CXX\ la Les quantiles \>'e 2 —■ <?,, y e 2 — e 3 sont anssi 
Diijuguees, com me iL resulte, si Ton vent, des form ales ( XRo ll 
;L aise de verifier que les si goes de la partie reelle et dn coeffi- 
entde i dans y/\ nc pen vent changer que sur Paxc des quantiles 
idles et sur Phyperbole (H) qui, cette fois, passe par les points 
, e 3 . Ces signes sont incliques sur la figure (B) du Tableau 
1 XXX 1 ), en supposant y/Y >> 0 pour les gran des valeurs posi- 
ves de y. La figure (B) correspond an cas ou g 2 el e 2 sont posi- 
fs ; les modifications relatives aux autres cas n’echapperont pas 
1 lecleur; si cn particulier g 2 etait nul, Phyperbole (H ) se de- 
Dmposerait en deux droites passant par Porigine et inclinees de 
o° et de 1 20 0 sur I’axe des quantiles positives. 

Dans le plan des y, du point e 2 com me centre, avec on rayon 
jal a la quantile positive \>e 2 — e, \Je 2 — decrivons an cercle 
ae nous designerons dans ce qui suit par (<? 2 ); il passe par les 
oinls e i} e 3 et rencontre Paxe des quanlites reel les en un point m 
tue entre e 2 el -f- co, et en un point m' situe entre e 2 et —cc. 
►bservons de suite que Pon a, envertu des equations (XVLg (VII9), 


e 2 -r- \/6 2 - 
e 2 — s/e % - 


■ ei sje 2 • 


• = ; 


' CO , ■ 


CO *» \ 


• e L s/e 2 


■e* = P ( 


COi 
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passant par le point m , pais le long cle l’axedes quantiles reclles 
<J e m a — x. Le bord superieur de cette derniere coupure de — oo 
a m sera suppose continue par le bord interieur dc la coupure cir- 
culaire de m a e,; le bord exlerieur de la coupure circulaire va 
sans interruption de e s a e 3 ; le bord interieur de la coupure cir- 
culaire de e ;i a m est continue par le bord inferieur de la coupure 
rectiligne de in a — x; le bord de ebaque coupure esl regarde 
coniine faisant partie de la region du plan qu’il limile. Dans le 
plan coupe, \ Y est une fonction bolomorphe de y. 

II existe une fonction que nous designerons par arg py el ([ui 
jouit des proprietes suivantes : elle est bolomorphe dans le plan 
coupe; en tout point de ce plan on a 

P(argpy) - 

sa derivee est—endesignant paryY la fonction bolomorphe pre- 

cisee plus haul. Quand rn’est pas sur une coupure, on pout met Ire 
arg pr sous la forme 4 top t -a- uo ;i to,)/', ou t et tJ soul des 
nombres reels verifiant les conditions o -< £ <p i, — i -p (' <p i • 

/' est toujours de signe contraire an coefficient de i dans y. 
Ouand y est sur la coupure circulaire, arg py peut se me lire sous 
ia forme 4 \ — o> ;i ) (co 3 — to,) i K ; £, est compris eutre - - 4 cl 4 

lorscjue y est sur le bord exterieur de la coupure; l K est compris 
son entre — 4 et — i, soil entre ~ et i lorsque y est sur 1c bord 
interieur de la coupure suivanl que y est dans la moilie supe- 
ileure on infeneure du plan; en deux points ([in coincident, 
inais sent sur deux bords opposes, la somme des valours de /, est, 
egale azzi. Ouand y est sur la coupure recliligne, argpr pout 
etrenmsous la forme q= (to,- to,) + i (to, + to :5 ) U on sous la 
forme w 3 ~ to,)n, suivanl que y est compris entre m et ou 
entre Co et — x; on doit prendre les signes superieurs ou infe- 
rieurs suivant que y est sur le bord superieur ou inferieur; l 2 est 
reel, compris entre o et i; en deux points qui coincident, mais 
sont sur deux bords opposes, lesvaleurs de t, sontles memos. En 
se reportant au Tableau (CXXIX,,,) on peut done calculer dans 

tous le s cas, sans ambiguite, la valeur de argpy connaissant la 
vale or de r. 
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595 . On arrive a ce resultat en etudiant l’image obtenue dans 
plan des r, par la transformation y = p in du rectangle < R. i 
>nt les sommets sont .-7 (’3 co,— co 3 '), f 3 eo ; >—tod), w 3— o),— 10 3 . 

ctangledans lequel Fequation (en in p u —y = 0 ad met line racine 
ii ? en general, est unique; si toutefois cetle racine esl figuree 
>r un point da peri metre du rectangle, le point syraetrique par 
pport a Faxe des quantiles reel les est aussi une racine. Ceci re- 
lte aisement de ce fait, que le losange dont les sommets sont o, 
o,, 2 co, 4- 2 co 3 , 2co 3 est un parallelogram me des periodes, et de 
que la fonction pit prend des valeurs egales en des points sy- 
etriques soit par rapport a co,, soit par rapport a co 3 . 

L’axe des quantiles reelles du plan des 11 separe le rectangle (R) 
^ deux rectangles (R,), ( Ro) dont le premier esl sitne au-dessus 
: 1’axe; les images de ces deux rectangles etant symetriques par 
pporl a I’axe des quantites reelles du plan des r, il suffit d’etu- 
er 1 ’image du premier. On substitue, a cet effet, a ce rectangle 
lj) une figure infiniment voisine (S,) que l’on oblient en decri- 
nl a Finterieur de (R,), avec des rayons infiniment pelits, des 
dnts o, co 3 — co, et co 3 comme centres, d’une part deux quarts de 
rcle, de Fautre un demi-cercle, et en supprimant les petites par¬ 
's de fR,) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La 
ure (S, j a huit cotes, cincj reclilignes, trois circulaires. Dans 
Ite figure et sur le contour, les fonctions pit, p' a sont holo- 
orplies, la seconde ne s’annule pas. Supposons que le point u 
rte du sommet de (S,) infiniment voisin de 0, situe sur Faxe 
s quantites reelles, puis decrive le contour de (S, ) dans le sens 
L'ect. Son image y = p u, dans le plan des y, partira d’un point 
isin de 4-cc, sur I’axe des quantites reelles et suivra d’abord cet 
e j usqu’au point m. A partir du point m, Fimage y = pu se 
)uvra sur le cercle (e 2 ) ainsi qu’il resulte de la for mule 



i montre que la distance du point pu au point e 2 resle constante 
it que le point u est sur la perpendiculaire a Faxe des quantites 
dies menee par 4 (<o, 4 - co 3 ); quand u decrira le cote de (S,) qui 
de ~ (co,4- co 3 ) a un point voisin de co 3 , le point y = pu, partant 
m. si *vra le cercle (\ en descendant dans la region inferieure 
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da plan desj, com me il resnite cl a principe dc la consei valion 
des angles, et s : arretera en un point voisin de e$. Lc point u de- 
crivant ensuite le petit demi-cercle autour de to 3 , son imago j ~~~pu 
decrira approximativemenl nn petit cercle autour de c 2 cn lour- 
nant dans le sens indirect, comme il resnite clii devcloppcmcnt de 
p /co ; .— u i suivant les puissances de u. -Le point u decuvanl lc 
cote suivant de (S s ), son image remonte le long clu cercle (^) dc 
e ?) a en sorte que les images des trois coles dc (S,), qui rclienL 
a ~(3 co 3 — to,), forment un lacet a lige circulaire. 
Quand it decrit le cote qui va de i( 3 co 3 — Wj) a un point voisin 
de a);.—a),, son image va de m a un point voisin de c 2 sur Paxe 
des quantiles reelles. Quand u decrit le quart de cerelc autour de 
co 3 — co,, son image decrit approximativemenl un demi-cercle in¬ 
liniment petit, de centre e 2l en restant au-dcssous dc I axe des 
quantiles reelles. Le cole suivant a son image sur Faxc des quan¬ 
tiles reelles, d’un point voisin de e 2 a un point voisin dc - - cc. 
Enlin le dernier cote, le petit quart de cerclc, a pour image un 
demi-cercle de centre 0, de rayon infinimenl grand. 

Il serait aise de reconnailre que Fare du cercle ) qui va de e :i 
a m est F image du segment qui va de co 3 a i(to 3 — co,). 

En repetant le raisonnement du n° 0O8, on voil mainlcnant que 
Fimage de fRp remplit le demi-plan des r, au-dessous dc Paxe 
des quantiles reelles. L'image de (Pio) remplit done lc cl cm i-plan 
au-dessus. Ain si F image de (Pi) remplit le plan tout en tier. 11 con- 
vient, pour la conlinuile, de regarder les images des portions du 
peri metre qui vont de 0 a o) 3 — co, et de o a co, — co 3 commc so 
faisanl respectivement sur les bords inferieur et superieur dc la 
coupure rectiligne qui va de — co a e 2 ; les images des c6tes qui 
vont de co 3 — co, a r, (3 co 3 — co,) et de co,— co 3 a (3 to, — to 3 ) comme 
se iaisant sur les bords inferieur et superieur de la coupure recti- 
ligne qui va de e 2 a m; les images des portions de cote qui vont de 
A 3 oj 3 —co ,) a co 3 et de ^ (3 co, — co 3 ) a to,, comme se faisant sur le 
bord interieur de la coupure circulaire qui va de m a e 2 et de m 
a e { ; enfin les images de la portion de cote qui va de co 3 a co, commc 
se faisant surle bord exterieur de la coupure circulaire qui va de e 2 
a 64 . Cette description soffit, en raisonnant comme au paragraphe 
precedent, a justifier la proposition annoncee; elle montre la n^- 
cessite d introduire les coupures considerees, et donne les rensei- 
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nemenls essentiels stir les valeurs que prend la fonction argp r 
ir les bords des coup tires ( 1 

596 . Les conclusions sont analogues a cedes du para graph e 
recede n l et Ton oh lien t aisement les res ul la Is suivants : 

' r™ dy ___ CO.2 r Cl dy _ dy __ (o-, — co l 

Xn ~ /V ” * ' J m — v/Y “ ^ “ * ’ 


( 1 ) Des considerations toutcs pared les s'appliquent a la determination de 1'in- 

/° t/,27 

grale / > ou X =- u — x' 1 ) (i — /;-ju 2 ), prise le long d’un chemin determine, 

J V /X 

rsque A - est reel et plus petit que t. Dans le plan des x on pratique deux cou- 
lres 1c long de i’axe des quantiles reelles de -f-i a x, de — i a — x. La fonc- 
on y'Y assujettie a utre egale a i pour x -- o est alors defiuie sans ambiguYte 
ins tout le plan, y compris les bords superieur et inferieur des coupures. Si Ton 

insiclere la fonction sn ( a | r z) formee au moyen de la quantite z — , 0 a K 

, 1C ont le sens precise au n° 521, il existc une fonction que nous designerons 
ar arg sn x tju i jouit des proprietes suivantes : el le est definie pour toute valeur 
e x appartenant au plan coupe; en tout point de ce plan elle verifie la relation 

i ( arg snx ) — x\ sa derivee est ~^z ; on pent la mettre sous la forme K£~-jKT, 

^ s x/x 

a t et V sont des nombres reels compris entre — r et -f- i, et respectivemcnt de 
l ernes signes que la partie reelle et le coefficient de i dans x. Quand x n’est pas 
ir une coupure, t et V sont dillerents de dz 1 . Quand x est sur la coupure de 
.•oite, arg sn j? est de la forme Ivdz/K'q ou dz i K/-h K t l} suivant que x est 

lire i el j ou entre 1 el -i- x; on doit prendre le signe superieur ou le signe 
fericur suivant que x est sur le bord superieur ou sur le bord inferieur; t i est 
Sel compris entre o et i; on a, en particulier, 

arg sn i —: K, arg sn ~ — -A i K'-f- K; 

‘s valeurs de t v pour deux points qui coincident, mais appartiennent a deux 
ords di fie re ills, sont egalcs. Quand x est sur la coupure de gauche, arg sn j? est 
e la forme — K dz l 1C' Q ou dz / K'— Iv£ n suivant que x est entre — i et — l - ou 

utre — y et — x; Ja signification de t x , la regie des signes rcslent les memes; 
n a, en particulier, 

arg sn (— i) = — K, arg sn ( — ~ j = — K dz i'K'. 

in parvieni a ce resultat en faisant l’image, sur le plan des x, du rectangle du 
Ian des u dont les sommets sont les points dz K dz i IC, image qui se deduit par 
/metric tic celle du rectangle dont les sommets sont o, K, K -i- iK\ HC. 

TI Ii i aIoIii mia ci P/w-i c « A r\r\ n a <y» r\ n nnnrra aiiIaiiIat Jiror cn sjJin 6 ; 
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les deux dernieres integrates etant prises le long dcs boicls itila- 
rieurs de la coupure circulaire; 


'T 2 dv 

l -/Y 


Wo 


'r d r _ 
L - / 7 


ou. dans la seconde integraie, le chemin sail lc bord infvrieur 
de la coupure rectiligne; 


'r e ‘ dy 

7 - 


— O)o 


OU (Oj — W;}, 


suivant que e* est positif ou negatif; dans celle dernicrc egalile les 
\aleurs de \ Y se deduisent p.ar continuation dc la supposition 
= \iY pour les points y du chemin d’inlegration siluc on dcs- 
sous de l’axe des quantites reelles. De ces formules, on dcduit sans 
peine celles du Tableau (CXXXI'); toutes ces formules sc lisent 
d'ailleurs sur la figure (B) du meme Tableau- 


III. — Substitutions lineaires permettant de transformer 

dz dv 


6 G^ 2 - 




-E 


en 


s! by*- 


•27 


597 . Nous allons montrer main tenant comment tonic diflYron- 
belle de ia forme ou Z est un poiynome quelconquc du Lroi- 
sieme ou du quatrieme degre a racines inegales, se ramenc a unc 
diflerentielle de la forme ou Y ~ /jj 3 —- o- 2 y _ par 

une substitution lineaire definie par Tune on 1 ’autre des (orinulcs 


am Li quite a i’aide des series (CXXVII 2 ), pourvu que, quand x est sur une cou- 
pure. on disc stir quei bord il se trouve. II resulte de la theorie dcs fonctions 
implicito que arq snjp est une fonction holomorphe dans le plan coupe des x. 
Les consequences de ees propositions, pour le calcul des integrales de la l’orme 
f dx . _ 

I ^ ou x ~ ( r — k 2 x 2 ), o < k 2 < i, sont toules semblables a cellos qui 


• ml ete dcveloppees dans le texte pour les integrales dc la forme 
leeteur les elablira sans peine. 



le 
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:juivalentes cle La forme 
_ ___ rLy 

" ~ *iy 

i a, y, o sont des constants teiles que ao — [iy S0 ^ L different 
3 zero. Par ces formules, les points du plan des y el ceuxdu plan 
es z se correspondent d’une facon univoque. 

Nous reunissons, dans ce qui suit, qnelques proprietes geome- 
iques importantes de cette correspondance, grace auxquelles le 
clear iraura aucune peine a etablir les resuitats ulterieurs. Nous 
ipposons v different de o, sans quoi la correspondance se redui- 
lil a ane similitude. 

Nous design erons par T et S les points respectivement si lues 
ans le plan des s et dans le plan des r dont les affixes sont J - et 

- le point T correspond a y — ac, le point S a : = x. A tout 

i 

3 rcle oil droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond 
a cercle du plan des y, cercle qui passe par S s’il correspond a 
□ e droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T 
arrespond une droite du plan des y, laquelle passe par S si elle 
arrespond a une droite. Ces propositions resultent de ce que la 
)rmule de transformation pent s’ecrire 



r — r i . Jy 
y — }'i ' 


y\ 


y* ■ 


i designant par y { , y 2 , y 3 les points du plan des y qui corres- 
ondent aux points z { , z», ^3 du plan des y lesquels peuvent tire 

ris arbitral remen t. Si [’argument (trigonometriquc ) de ~ 

;ste constant, en sorte que le point z decrive un cercle passant 


ar les points z lP rargument de——y — 1 restera aussi constant, 


y—y* 


, le point y decrira un cercle passant par les points y K , y 2 . De 


.erne, si la valeur absolue de ^—~ reste constante, en sorte que 
point z decrive un cercle par rapport auquel les points , z* 


>ient symetriques (n° 559), la valeur absolue de y ■ — restera 


y -a 


>nstante, en sorte erne le point y decrira un cercle (ou une droite; 
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,,ar rapport auquelles points y K , J, seronL sjmclriqucs. La trans¬ 
formation precedents conserve done la syme trie dos poinls par 
rapport aux cercles et aux droites. La meme conclusion resiillc 
aisement da principe de la conservation des angles ol de la consi¬ 
deration du faisceau dc cercles orlhogonaux a un cercle qui 
passent par deux points symetriques par rapport a cc ccrcle. Lc 
centre dun cercle et le point oo de son plan peuvent el re rogardes 
comme svmetriques. Si done on designe par ( N C) un ccrcle on line 
droite dix plan des y, par (D) le cercle on la droilc du plan dcs ^ 
qni lui correspond, le centre de (D) sera le correspondaot, dans le 
plan des z, du point du plan des y symetrique de S par rapport 
a C . le centre de CC) sera le correspondent, dans le plan des y, 
du point du plan des z symetrique de T par rapport a ( Dj. Si {(]) 
et ( D i sont des cercles veri tables, les points S et T sont rcspcc- 
tivement exterieurs tons les deux, on interieurs tous les deux, uux 
cercles »'C’» et(’D); dans le premier cas, les parties dcs plans des y 
et des ^ respectivement exterieures ou interi cures au\ cercles (C), 
•D? se correspondent; dans le second, la par tie interi cure a un 
cercle correspond a la par tie exterieure a Faulrc. Si T esl sur lc 
cercle i'DL (C) est une droite partageant le plan des y en deux 
regions; ceile qui contient S correspond a la region du plan des z 
exterieure a t D >. De meme, si (D) est line droite et (C) un veri¬ 
table cercle, passant necessairement par S, la region du plan des s 
qui contient T correspond a la region du plan dcs y exterieure an 
cercle (C). Si (D) et (C) sont deux droites passant necessairement 
la premiere par T, la seconde par S, la correspondance elitre les 
points des deux droites est liomographique, en sorte que, si le 
point ^ decrit la droite (D) toujours dans le meme sens, en pas¬ 
sant par t, le point y se meut sur la droite (C) en allant tou- 
,jours dans le meme sens jusqn’au point a Finfini dans cette direc¬ 
tion, point qu'il atteint quand z arrive en T, passe brusquement, 
dos que le point z depasse T, au point a Finfini dans Faulre direc¬ 
tion et recommence a se mouvoir dans le meme sens que Lout 
d'abord. 

Quand le point z decrit une c our be continue qui nc passe pas 
par t, ce mouvement meme definit a chaque instant la region voi~ 
sine du plan des z qu il a a sa droite ou a sa gauche; de meme le 
mouvement correspondant du point y, En vertu du principe de la 
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)nservation des angles, les deox regions a droite se corres- 
ondent dans les deux plans, ainsi que les deux regions a gauche, 
lette remarque s’applique natarellement aux cas qui viennent 
'etre passes en revue. Faisons encore Fobservation suivante : 

(C) et (D) sont deux droites correspondantes et si Pon fait 
mrner (D) uniformement an lour de T, <C) tournera uniforme- 
lent autour de S; les deux revolutions seront synchrones et les 
ms de rotation inverses. 


598. Par la substitution precedente, 1’expression differen- 
elle ou Z est un polynome du troisieme ou du quatrieme 

egre, a racines inegales, se change identiquement en , si 

— fX 

on pose 

fL^^ = _L2AZl|i! v /z; 

* —T~P Py 


/Y = - 


(*- 


r est un polynome du quatrieme degre, qui ne s’abaisse au troi- 

eme que si ^ est racine de Z ou si, Z etant du troisieme degre, 
Y . 

est nul. 

Si le polynome Z = As 1 -i- 4B^ 3 -f- GC^ 2 -f* 4D^ -r E est du 
uatrieme degre, nous designerons ses racines, ran gees dans un 
rdre que nous nous reservons de specifier, par z { , z->, z ^; 

l nous ne voulons pas specifier cet ordre, nous designerons par 
, [a, v, p les nombres 1 , 2 , 3, 4 ranges dans un ordre determine 
uelconque et nous emploierons les notations Z' A , z^, z v , z 0 pour 
esigner les racines. Si A est nul, nous supposerons A = 4 , et 
est la racine z\ ou z :> qui disparaitra, ou, si Ton vent, deviendra 
lfinie. 

Nous allons cherclier a determiner les coefficients de la substi- 
ition lineaire de facon que Y soit de la forme 4j' 3 — g'zj ' — 
l cet eflet, nous choisirons d’abord une des racines de Z pour fi¬ 
ll rer a la place de ^ dans la formule de transformation qui lie v 

z, afin que Y soit du troisieme degre ; si nous designons la ra- 
‘ne choisie par z p , nous pouvons ecrire eette formule 


IS 
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en designant par m et /? des constantes. Lc poly no 111 c , ordonne 

saivanl les puissances de y + n 7 prend alors la forme 


Y = — Z'rJV 

III ? " 


r z p(/+ n y- 


rw m . 

/ I- * /p', 


ou Z', ZiG Z 5 , Zjj v designent ce que deviennent les derivecs de Z 
pour ^ d aura la forme voulue — £*;j si I’on de- 

lermine /n et n par les conditions 

r r// , 3/1,1 „ 

— Z o — ■•} —‘ Z p ~ r ~ Zp — 1 o , 

//i * //4 1 1 , 


on trouvera ensuite, par un calcul elemental re, 

= AE — 3 C 2 — 4 BD, g z - AGE 2 BCD — AD 2 - GB 2 - - G»; 


g 2 et g$ sont les deux invariants de la forme Z; iIs nc dependent 
pas de la racine que Ton a choisie. 

Nous rappelons ici la composition des invariants g 2 , g %7 an 
moyen des racines de Z. Si l’on pose 

L=\Z l ~Z,)\Z,~Z i ) 1 M =15!- 5 2 )(5 y - - 5.0, N = t-i- z h ) (5, — 5 ;J ), 

on aura \ 1 i 

L = M + N 

et 

gi= ^ ( L 2 -^M2-4-x\»), gi = -A ( l -mM)(L^.N)(M i\ ). 

Si Z = C(Z” -f- d bz- -f- 3 cz - 4 - d est du troisieme cleare, on trou- 

! * * O 7 

vera, pour les invariants g 2: g* 3 , les vale nr s 


r -2 = t (& 2 — ac ). 


— YO (3 cibc - a~d 2 b :i ). 


[Dans ce cas, 1 expression differentielle - se cliangerait encore 

cl\* V ^ 

J par la substitution entiere r= — 0 ~ ^ 


- v -\ 


-? en supposanl 


GZ: 


^ i/Y et 


en con servant pour g 2 et g n la meme signifiea- 


f / ^ oz/ ’ par exem ple E Trade d’Algebre superieure de M. H. Weber l. I 
P*1*0' de la traduction francaise de iM. Griess. ’ ’ ’ 



£ VALUATION DES 1XIEGRALES LE LONG b’l'X CHEMIX QUELCOXQUE. 


19 


on; nous ne parlerons plus de cette substitution entiere, dont 
3lude n’offre aucune difficulte.] 


En resume, 
destitution 


si, dans 


F expression differentielle 


dz 




on fait la 


IXSXUo 



J ■ 


T z 


u z p est une r a cine de Z, cette expression differentielle prend la 
)rme - > ou Ton a \ 

-A 


ir 3 


T+y — g ? } . En deux points cor- 


3Spondants y, z, c’est-a-dire en deux points dont les affixes sont 
ees par la relation (CXXXII,), les valeurs des radicaux sont liees 
ar la relation 


"XXXII,! \/Y - -^4-; v/2 = 4 ( r- 4 z;') \/Z. 

Si Fon vent appliquer les remarques du n° 597, on devra rem- 
ilacer T par z p et S par ^ Z". 

Les racines e K , 64 de Y se deduisent des racines de Z. Lors- 

ue Z est du qua trie me degre, nous designerons respectivement 
>ar e a , ep, Cy les valeurs de y qui correspondent (au sens prece- 
ent) aux valeurs zi, z^ : z v de z, le point co du plan des y cor- 
espondant a Zg. Si Z est du troisieme degre, nous designerons 
► ar ep, e r les valeurs de y qui correspondent respectivement a 
z v : ce sont deux racines de Y ; on trouve d’ailleurs aisement 


a troisieme racine e a de Y apparait sur F expression (a) de Y, ou 
’on doit supposer Zp o; elle est — n = ~ Zg = s ; elle corres- 
)ond au point c c du plan des z. 


599. Nous supposerons desormais que les coefficients de Z 
,ont reels; il en sera de m£me de g 2) g% : si meme on a employe 
me substitution imaginaire. On a des lors, en faisant se corres- 

T 1 1 1 . .1 . 1 ’ 17* . f 
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argpj'-- argpr 


tions etles valeurs des radicanx, 

r" dz __ r'" dy 
J, 7L ~Jy -V'V 

pourvu qne le cl.emin cTintegralion rclalif a la variable r no tra¬ 
verse pas de coupure dans le plan dcs j. 11 esl bieii m.lurel dc 
tracer dans le plan des - des coupures qni correspond(!iil a cellos 
du plan des y; elles seront les Images, dans le plan dcs dcs calcs 
du rectangle (R) du plan des u, resultant dc la transformation 


1 7' 

/JO 


pu- 




et elles permettront de sc passer de la variable intermediaire y. 
Dans le plan des £ coupe, \/Z sera d’aillcurs unc fonclion holo- 
morphe de definie, en lei point que Ton vouclra, par la for- 
mule GXXXILbou \/Y a le sens cjui a etc precise dans les para- 
graphes precedents. A la verite, dans les applications, e’est la 
determination de \ } Z qui est donnee, el Von en deduit colde \/Y 
par la formule (CXXXIL); si la determination ainsi oblenue j>our 
\'Y est contraire a celle qui a cte precisee dans les paragraphes 

precedents, la valeur de f ~ sera egalc a argjy'O --- argpj/. 

~ r y Z 

La construction des coupures (rectiligncs ou ci real a ires) du plan 
des n'offre aucune difficulte : il suffira, dans les di lie rents cas, 
de se reporter aux proprieles geomelriques que nous avons reunies 
au n° 597, et nous nous contenterons d’expliq tier nos notations ct 
d’enoncer les resultats essentiels afin de rendre inlclligibles les for- 
muies et les figures de notre Tableau de formulcs. 

Ob servons encore, en general, qu’on peul clioisir arbilraircmenl 
la racine Zp qui figure dans la formule de transformation, mais 
qu'il y a avantage, quand on n’envisage que les valours reclles 
de ^ qui rendent Z positif, a choisir une substitution reelle et telle 
que les valeurs correspondantes de y soient superieures aux ra- 
eines reelles de Y, afin que les valeurs de arg py soient reclles; 
on icrra que cela est possible, sauf dans le cas ou les racines dc Z 
sont toutes les quatre imaginaires. De merne, si Ton considcrail 
les "\aleurs reelles de z qui rendent Z negalif, il y auraiL into- 
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It a choisir la substitution de lac on que les valeurs correspon- 
antes de y fusscnt inferieures aux racines reelles de Y, de facon 
ue argjaj' fut purement imaginaire. 

On pour rail, dans ce qui suit, supposer que dans Z le coef- 
cient de la plus haute puissance de ^ est positif, car si la fonc- 
on \/7j est bien definie, il en sera de meme de la fonction 


'—Z = i \/ Z; si done, le long d’un chemin determine, on sait 
ffecluer Tintegrale / , on saura effectuer, le long du meme 

J / — z 


hemin, Tin Leg 



IV. — Cas ou A est nul. 


600. Examinons main tenant les differents cas. Supposons d'a- 
ord que Z —- az :l soil du Lroisieme degre ; nous suppose- 

3 ns a o ; s’ il cn ctait autrcmenl, on pourrait utiiiser la remarque 
recedente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer z 
n — z. 

11 y a lieu de distingucr deux cas suivant la nature des racines 
Z. Si ces racines sont reelles, toutes les substitutions seront 
belles, ainsi que les racines de Y; si Z n’a qu’une racine reelle, 
y aura une substitution reelle par laquelle correspondra, a la ra- 
Inc reel le de Z, une racine reelle de Y ; les deux autres racines 
e Y seront conjuguees. 

Placons-nous d’abord dans le cas ou les racines de Z sont reelles 
, designons-les par z { , z*, ^3 cn supposant z { > z* ; on snp- 

ose aussi, com me d’habi tude, e { y> e 2 ]> £ 3 * Ces suppositions, 
)intes aux relations, bien aisees a demontrer, 

a ^ a {. ~ \ 

&OL - Co ” T C-p - *\>)' e ' — / '"’[•W 1 

‘ 4 4 

a la corrcspondance entre les deux systemes de racines est celle 
li a etc expliquee n° 598, permettent de montrer que Ton a ne- 
sssaireinent a — p, (3 = v, y = ;a. Aux points 00, z^ z v , z 9 du plan 
pq r. r.n rresnon dent les d nits <2v, 00 du plan des y . Cette 
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eoirespondance est donnee en detail par le Tableau siiivnnl pour 
les diffierents cas p = r, 2 , 3. 


a Z 0 . 

1 

0 ~ I. 

p - : '» . 


z — — oc 

j = <?i 

y =-■ ^ 

y <*:t 

Z — 

y = e-2 

r - c j 

y r J X. 

- ^ -2 

f = e 3 

y __ l~ ZC 

r - (>l 

| 

I ^=h x 

y 

.V <'-i 

1 

<0 

II 

y ™ e. 2 

>■ ", | 

S o n Z p 

-h 

— 

' . 1 


La premiere colonne verlicale contient les valours — x, z :i , 3 2j 
+ x de 3 ran gees par ordre de grandeurs croissanies; 011 face 
de ces valeurs, dans les coJonnes suivanl.es qui sc rapporl.onl. aux 
diverses 'aleuis de p, sont placees les valeurs coiTespondaiiics 
dej-; les signes zp x que l’on trouve pour p 1 el p — 3 parmi 
ces valeurs signified que, 3 croissant, y, qui deeroit on general, 
passe brusquement de —00 a -t-xquand 3 (ravorsc la valour 3 p ; 
!e signe zz x du cas p = 2 signifie au conlraire (|uc y, <|ui croil 
en general avec 3 , passe de + x a — 00 q 11 and 3 traverse la va- 
leur 3,. Le Tableau donne enfin Je signe de 71 necessairo pour 
deduire la definition de */Z de celle de /Y. Les images des di¬ 
verses portions de coupure du plan des y sc faisanL, dans le plan 
des 3, sur l'axe des quantiles reelles, s’apercoivent immediale- 
mentdans les differents cas. Pour 0 = , ou 3, la moilie superieure 
du plan des 3 correspond a la moitie infericuro du plan des r 

pour p=a, les moities superieures des deux plans so eorres- 

pondenL 1 

Si 3 ne prend que des valeurs reelles comprises entre 3 , «i.|» 
on prendra, dans les fonnuies (CXXX1J, , v ,) et dans le Tableau 

rrr nons irei ?=1; si ^ est 

on prendra sou o=o c n n „_■■>. , , “ 

. 1 ... 1 sou aux valeurs de z comprises 

a“Tc‘™ «■»«»••*» »lors des vuleur, 

tor “ ,re '’' ? Ue q«« do, 

reelles rend.nl Z negalif, o„ clwisira . dc manloro 
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ie, aux valenrs de z comprises entre les limites d’integration, 
irrespondent des valeurs de y comprises entre e z el —cc. On 
)lient ainsi les form ales (CXXXTII), ou il est toajours entendu 
ie les quantites g) j? gj> 3 sont definies au nioyen de e { , e 3 
an me au n° 527. 

601. La methode s’applique naturellement au cas ou le polv» 
)me Z serait le polynome 4 ^ — S '3 et se reproduirait en 

lelque sorte par la substitution. Elle s’applique aussi tres ai¬ 
lment aux integrates du type 



i s est egal a i ou a — i et oil n est un no mb re reel different 
3 o et de zn i. On trouve ainsi que Fexpression .. . .— 

^ 1 1 v/4S5(5 =1)^-1) 

j change en- -===S £ - . oil g* sont donnes par les 

— v4r 3 — go' — 

>rmules 

o-., A ( n 2 r ,h a -hi;. g z = ™ (i -p «.) (i — d= /n, 

uand on remplacc ^ par l’une ou F autre des expressions 

r,z 3 zy-h n rh a i 3 zy zh a n -s- i 3 

3 zy -L- a n —1~ i a 3 zy ~ n — i’ 3 zy =jz /£ -h i ’ 

is valeurs des radicaux \/4 zz(z zz: i) (jiz — i), — o- 2 y- — "- 3 

3 nt telles que leurs rapports soient respectivenient 

i('5±iV 2 z(nz — i) 2 _ 

-- y - y - . ZZ-J 

nnz i n zm n) 

, a dz ;? — t dz /? — izp in 

is racmes e t , e 2 , e :} sont les trois nombres - ^- 

anges par ordre de grandeur decroissante. Dans toutes ces for- 

mles, les signes se correspondent. 

Si Ton applique ces substitutions en supposant la variable d’in- 

egration reelle, on obtient en particulier les forinules (CXXXIV). 

En remplacant £ par x 2 et £ par + i, on voit que les formules 




CA.LCUL INTEGRAL. 

24 , 

(lx "■>' __ 

transforment ^expression c " x ' A '».r “ 3 ’ 

ou o- 2 , o- 3 , e ,. e. 2 ,e 3 ontles determin ations q uo nous venous ‘IV-ei-ire 

etou lesvaleursdesradicaux\/(+i—— A V’ — A’a 

sont telles que leurs rapports soient respcclivcment 

I (2-2 ±i) 2 (nx*—i ) 2 

Tx nzizi ’ U.xn.(i ±: «")’ ’’ 

En designant par h un nombre positif ct en posanl n - h-, on oli- 

tient. en particulier, les premieres formules (GX.X.X.V); K, K/\ re¬ 
presented (CX 1 X.) les quanlites x(/r 2 ), x'(/c 2 ), oil I’expression 
de k 2 au moyen de h est indiquee pour les diverses mlrprales 
envisages. 

Si Ion remplace dans les memes i or mules £ par x~ et e pai — -1, 
on voit que les formules 


x- 


d~ 3r 

- 3 v — i n -f- 1 5 


— 3 k ± 2 n -l- r 

— 3 / zp n— -2 




! •> 

\r i • 1 1 


, . dr — d v 

transtorment 1 *expression en .> 

\/(■"h l 4- x 2 ) ( l - - wa? 2 ) V 4.K” A'a A'‘:i 

oil ^ 2 : ^ 3 , £i ? ^ 2 , e 3 sont determines paries memos relations pour 

£~ —i et oules determinations des radicaux \j (rh i .r 2 ) { i /or 2 ), 

\ ? 4 V' s -~ goy — g‘ 3 sont telles que leurs rapports soient respeeli- 
vement 

i (\r-rhi) 2 (nr- — i) 2 __ u i 

•ix /n i 7 ‘ixn (i zh. n)"* :>/ 


En designanl par h un nombre positif et en posant n — // 2 , on 
obtient, en particulier, les dernieres dcs formules (GX.XX V ). 


602. Placons-nous maintenant dans le cas oil une seule raeinc 
de Z est reelle; nous la designerons par 5 nous designerons par 
n -3 l^s racines qui sont la premiere au-dessus, la scconde au- 
dessous de 1'axe des quantiles reelles, et nous nous borncrons a 
la seule substitution reelle, qui correspond cvidemmenl a la sup¬ 
position 0 = 2 . Pour ce qui est de la fonction pu, on est dans le 
cas du n° obo: on doit done supposer eo reel, e { et figures par 
des points situes le premier au-dessus, le second au-dessous dc 
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e clcs q 11 antites reelles. Le nombre Z( est reel et positif: pour 
valours reelles cle y, ^ et y varient dans des sens contraires; 
loitie superieure de Pun des plans correspond a la moitie in- 
eure de [’autre. Aux points cc, £ 2 , du plan des s, corres- 

dent Ies points e 2 , x, e 3 , e, du plan des y. A la coupure qui 
dans le plan des jk, sur Paxe des quantiles reelles, de e 2 a — x, 
'espond, dans le plan des z : une coupure qui va de — x a ^ 2 , 
ord superieur de la coupure du plan des z correspondant an 
3 inferieur de la coupure du plan des y. An cercle (e 2 ) du plan 
y : de centre e 2 et passant par e,, e z correspond, dans le plan 
Zj le cercle (z 2 ) de centre ^ 2 et passant par les points z { , s 3 ; 
point y = m m e 2 -f | y'e 2 — e x \ ' e 2 — <? 3 | 011 , dans le 
1 des y : le cercle (<? 2 ) rencontre, vers la droite, Paxe des 
ntites reelles, correspond, dans le plan des z , le point 
M = ^2 -r | \i V ^ z a | oil le cercle (^ 2 ) rencontre, 

;i vers la droite, Paxe des quantiles reelles. A la coupure rec- 
ne du plan des y qui va de 111 a e 2 correspond, dans le plan 
s, la coupure recti ligne qui va de M a -f- x, le bord superieur 
a coupure du plan des z correspondant an bord inferieur de la 
pure du plan des jk* A la coupure circulaire du plan des y qui 
e a e 3 , en passant par m, correspond, dans le plan des s, la 
pure circulaire qui va de z :l a en passant par M ; le bord in- 
3ur de Tune des coupures correspond au bord exlerieur de 
Lre. Dans le plan des z ainsi coupe, \tZ est une fonction liolo- 
phe de z; elle est positive pour des valeurs reelles des un 
plus grandes que ^ 2 . La figure (C) du Tableau (CXXX\I) met 
vidence la correspondance directe entre la variable u et la va¬ 
le z. Elle correspond au cas oil Ton a s 2 > 4(-^ 1 + 5 3 ) et ou, par 
e, e 2 est positif, cn sorte que Tangle que font les deux vecteurs 
it de o a to, etato 3 est obtus. Dans tons les cas, les demi-cotes 
rectangle (R) qui vont respectivement de o a to 3 — to, et a 
- 01 3 , out leurs images sur les bords superieur et inferieur de 
oupure qui va de — x a ^ 2 ; les cotes qui vonl de to 3 — to, a 
to 3 — co*) et de to, — to 3 a 4(3 to, — to 3 ) ont leurs images sur 
lords superieur et inferieur de la coupure qui va de -h x a M; 
parts de cotes qui vont de i(Sto 3 — to,) a to 3 et de ^ (3to,— co 3 ) 
ont pour images les bords exterieurs des coupures circulaires 

_ .. J _ , r ' __ _ . 1 - _: _ A «. ' _* « . V A . \ O 
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pour image le bord interieur de la coupurc circulaire 4111 va da =, 
a z 3 . Les rectangles du plan des u designes sin la li^uic p<n (/ , , 
(r 3 \ <>,) ont respecdvement pour images les regions (/•’;), 
I (>’). ('/•”) du plan des z. La demonstration des lormulcs du 
Tableau i’CXXXVI) n’offre des lors aucunc difficulir. 


V. — Gas ou A n’est pas mil. 


603. Supposons maintenant quc L As* -i - • • soil du qua- 
trieme de^re. Placons-nous d’abord clans le cas ou ios <jual.ro ra- 
cines de Z sonl reelles; les quatre substitutions jiossiblcs <>L les 
racines de Y sont alors reelles. 

Nous supposerons s,>s 2 >.S 3 > ; ( "\> ^ P*'V J'oialion 

ofenerale 

A , 

efj -J ( -’V )i 


qu'il est aise d’obtenir, permet de montrer quc l’on a, (juol <juo 
soil p, et en distinguant les deux suppositions Ay 0 , 


\ > o, € s <? 3 

\ ' o, Ci — e% 


— L, 6 1 - - 6 o ■ 

4 


T L, Ci — e.y = 

•1 


4 M, r 

I 

■I 



I 


N 


L 



1 


■M 

L 


On remarquera que l’expression cjui rep resen to A- pour A o, 
represente k' 2 pour A^ o. 

La correspondance detaillee des valeurs dc z el de y esl don 1160 
dans le Tableau suivant, dont la description cst Iroj) analogue a 
celle dn Tableau precedent (n° 600), pour que nous nous y ar~ 
retions, non plus qu’a ce qui concerne le sens dans Icqucl y vario 
avec s, la correspondance des coupures, colic des moities info- 
rieure 011 superieure des deux plans, le cboix qu’il convienl de 
iaire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquanl les 
tormules iGXXXII,^^), lorsqu’on ne considore que des valeurs 
reelles de s, ou enfin la deduction des formules (CXXXVII). 
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\ ; 

0. 



A 

u. 



P"I- 


p ~ 3 * 

i 

0=1. 

0 = 2 . 

p „-3. 

? = '*■ 

— sc 

»T Z '! 

,yz; 


J,Z\ i 


T4 Z 2 


l/:: 

-4 

<?i 

e.y 

e.t 

rizx : 

C;i 

e- 2 

C] 

rz cc 

-3 

C-y 

Cl 

_„.Z cc 

c 3 ; 

Co 

1 

C3 

"Z X 

Cl 

5 a 

e-.i 

zb^ 1 

Cl 

C-2 


rp cc 

C 3 

Co 

^1 



e.y 

Ci j‘ 

zb cc | 

Cl 

Co 

C.3 

-f- co 


1 -LZ:i 

! - 


jlz '[ ii 

: ih z 1 : 

pz: 

AZ5 

1 

, r i T zr 

7z ; ~ 

! -+- 
1 _.. 


-i- 

1 , 

L U 

— 

-+- ; 




>04. Supposons que les quatre racines de Z soient imaginaires. 
ns nous born crons an cas 011 A cst posilif; nous designerons 
z { el les deux, racines pour iesquelles le coefficient de i est 
itif, Zr t etant celle pour laquelle la parlie reeile est la plus pe- 
; ct designeront les racines conjuguees de z { et Toutes 
substitutions sont imaginaires; mais il est aise de voir que les 
ines e\ , e 2 , £3 sont reelles; nous supposerons toujours 
>c 2 y>c 2 . Nous cboisirons la substitution qui correspond a 
aleur 4 de p. Alors aux points s*, s 3 , z A , go du plan des £ 
respondent les points e, , e 2? Go, S — Z'J du plan des y, et Ton a 

zV \ A N 

?! — e 3 — T L, (?i — M, Co - - c 3 ~ t N, k- — y • 

jes quatre points z { , £ 3 , ^ sont sunin cercle (c) dont nous 

ignerons le centre, situe sur I’axe des quantites reelles, par c, 
es points d’in lersection avec le me me axe par P, Q; P est sup- 
c a droite. Le cercle (c) correspond a I’axe des quantites reelles 
plan des y. A I’axe des quantites reelles du plan des z corres- 
ld, dans le plan des y, un cercle par rapport auquel les points 
!t doivent etre symetriques, ainsi que les points e\ et e 2 \ 
it done le cercle (e 3 ) du n° 592; le points est necessairementsur 
urconference de ce cercle; soient q les points de rencontre 
ette circonference avec i’axe des quantites reelles; nous desi- 

111A n n -n n I a I- L’ihiu \ rl i fo/pn H'P P . P 1 p.A Onanrl le noint v 
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decrit < fig* A) baxe des quantiles rccllcs do — go a I x if passe suc- 
cessivenient paries points x, q ) c*, p,e f , b x; h' point cor- 
respondant ^ devra passer successivement par les points Q, z :h 
p, ^ t , ^ du cercle (c) : il se mouvra dans le sens direct. Les 
points Q, P du plan des - correspondent respect!venient aux 
points q] p du plan des y. Les regions du plan des 3 mierieure 
et exterieure an cercle (c) correspondent respectivomonl aux moi- 
lies superieiire et lnfeneure dn plan des y. Le point s du j)lan 
des j est done sur la moitie inferienre du cercle (V :? b Aux por¬ 
tions de coup ares du plan des y qui vonl de — x> a e ;{ , de, e ;l a 
de e-> a e { correspondent, dans le plan des 3, les eon puces cirou- 
laires qui vont de z !t a z 3l de a dc 5 * a Z\ ; 11 n y a pas de 
coupure entre z.' t et z t . Le herd intericur cl 1 • la coupure (urcu- 
laire du plan des z correspond an bord supeneur de la (‘oupurc 
rectiligne du plan des y. Pour delinir sJ r L a 11 moyen de \ \ , il est 
commode d’avoir b argument Lrigonomelriq ue du faoteur 

qui figure dans la formule (CXXXIL); des considerations 1 aoiles 
de Geometrie elementaire fournissent la regie suivanle : soil. A le 
second point d’inlersection avec le cerclc ( c) dc la droile qui 
joint a z ; soil B le second point d’intersection de ee memo 
cercle et de la parallel e me nee par A a baxe des quantiles rccllcs : 
{’argument cherche est mesure, cn prenant pour unite le rayon 
du cercle (c •, par bare qui va du point le plus haul de cc cercle 
au point B. On en conclut que la lonotion y/Z, holomorplie dans 
le plan des z coupe, est positive pour z reel compris entre p el Q, 
negative pour les autres valeurs reclles de 

La figure ' D ) du Tableau (CXXXV111) indi(|ue la corrcspon- 
dance entre les variables z el u. Le peri metre du rectangle (R) 
du n° o9i fait son image sur les coupures, les segmenIs reelilignos 
qui vont de | a to, -f- ^ to 3 et de —~ to 3 a w, —r 1 - <»> :l out I curs 
images sur la moitie inferieure et la moitie superieiire de la cir- 
conference du cercle (e 3 ); an point S — ~ 7J[ f{ du plan des y cor¬ 
respond, dans le plan des z 1 le point co, cl, dans lc plan des u , un 
point u Q situe sur le segment qui va de 10 a to, 4 - ~ to; le segment 
qui \a de ^ to 3 a u 0 a pour image, dans le plan des z, la portion 
de 1 axe des quantiles reelles qui va de q a — co; le segment qui 
a a de Uq a w, — l co 3 a pour image la portion de baxe des quautites 
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hellos quI va de • h co a p; cofin ie segment qui va de — a 
co, 4 w-i a pour image la portion de Laxe des quantiles reelles 
ni va dc Q a P. Lnfin, on a indique sur la figure par les signes 
r '[)? (Cd: ('M ^ cs legions du plan des £ oii se font les images 

es pci its reel angles (/*,), (/*,), (/- 3 )q/q). Ces explications suffi- 
onl an lcclcur, pour etablir les formules ( CXXXYIU ) et pour 
3 con nail re cn parliculier comment on obtient les vaieurs ('reelles) 

es integrates de la forme f , quand ^ cst reel etvarie entre des 

•' V z 

mites convenables. Au surplus, une autre me diode permettra 
ientol d’oblenir ces integrates, sans rintroduclion de quantites 
naginaircs. Dans le cas oil Zest bicarre et oii, regarde comme un 
v inomc du second degre en il a ses racines imaginaires, les 
uatre points £/, du plan des z sont les sommets d’un 

eclangle; le point c coincide avec le point odans le plan des jq 
; point s cst a rinterscction du cerclc ( e 3 ) el de la paraliele menee 
ar le point p 2 a t’axe des imaginaires vers le bas. 

605. Les resultats precedents doivent etre modifies quand le 
crcle (c) devient une droite, e’est-a-dire quand les quatre ra¬ 
llies z i, z- 2 , .5;,, out in erne par tie reeile. Cette droite (c) est 
crpendicutairc | Jig. (E)j a Laxe des quantites reelles qu’elle 
3 neon Ire cn un point P. On prend alors pour z /t celte des quatre 
icincs (jui, sur la droite (c), est figuree par le point le plus haul; 
n descendant sur celte droite on rencontre les points z l: P, z 2 , z :i 
L Lon cm ploie la me me substitution; la correspondance entre les 
icincs c,, vo, de Z et e,, e 2 , e$ de \ subsiste. Les eoupures du 
Ian des 5 vont, sur la droite (c), du point z. % au point a Linfini I 
ers Ic haul, puis dc Z\ au point a Linfini J vers le bas. Le point 
co;, a son image au point co du plan des point avec lequel les 
oinls T, J et les points zhzode Laxe des quantites reelles doivent 
ire rega roles comme conlondus. Les p e ti Is rectangles (/q), (/q>), 

(/q) o si l I curs images dans les quatre angles formes par faxe 
es (juantiLes reelles cl la droite (c). Des lors les applications ne 
omportent pas de difficulle, et Lon obtient en parliculier les for- 
lulcs (CXXXY1II,). 

606. Lorsquc lc polynome Z a deux racines imaginaires conju- 
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cines reelles, en supposant £2 i P ar z ' t iacnu ‘ iniaginaire 
dans laquelle le coefficient de Test posilif, par sa conjugrn'e. 
Nous supposerons p egal a 2 on a f\ pour avoir album a one substi¬ 
tution reelie. Le poljnomc Y aura ime raciue revile r.> cl deux 
racines imaginaires e, , e :{ ; on suppose quo 1 . — csi posiliL On 
trouve aisement les resullats suivants : 

A > o. e { — <?•_. = 7 L, c*\ — c* — '7 M, r :i , A 1 , ~ ~; 

4 1 1 L 

, , A . \ \ iM 

A 7 o, e\ — e> —-L, ei — e* ~ .7 JN, c.> ■ r :i - •, iM , A - - ~ — . 

4 “ 1 i L 

Z!, est du signe de A, Z' de signe con Ira ire; on en conclul. d’une 
part la determination de \/Z correspondant a cello do \ f \ , puis, 
d’autre part, ce fait que pour des valours oorrespondan les reelles 
de £ et der, y varie dans le meine sens que z, pour A -o, p ~=r 4 
et A 0, 0 = 2 ; dans le sens contra ire pour A • <>, 0 . et 
A< o, p = 4. Suivant que y et c, supposes reels, varienl, on non, 
dans le me me sens, les parties superieu res (on inferi cures) des 
deux plans des jp et des £ se correspondent, on non. Dans le pre¬ 
mier cas z t , z-z correspondent a c t , e ;i ; dans le second, z if z :t cor¬ 
respondent a e ] . 

Au cercle (du plan des y, cercle qui a pour iuailrr el <pii 
passe par e 1} e 3 , correspond dans le plan des z un cercle (c) pas¬ 
sant par z h z ti et par rapport auquel sonL symelriques has points 
Zr>, correspondants des points e-> : co (on co, 6% ) du plan (has y. 11 

_v a lieu de distinguer trois cas, suivant quo le rapport o i j 

est plus grand que un, plus petit que un, egal a un. Dans le pre¬ 
mier cas c est le point el dans le second !e point, (pii esl 
interieur a (cl. Ces points correspondent, dans un certain ordre 
qui depend de la valeur de p, aux points oo et e a du plan des r, 
etl’examen de cette correspondancc permet do recommit re, dans 
les diflerents cas possibles, si les regions inlcricurcs ('on c:\lb- 
rieures) des deux cercles (c) et (<? s ) se correspondent ’ on non. 

Les regions de mSme nom se correspondent pour p •*, 3 > , 
et p = 4, o < 1 ; elles ne se correspondent pas pour p S < i, 

HI pour C 0 T . En r.nmllinnnl one .. 


EVALUATION DES INTfiGRALES LE LONG D*UN CHEMIN QUELCONQUE. 3 I 

ar valours reelles, cle —co a 20, on re conn ait aisement com- 
ienl sont disposes, dans lc plan des z, les points d’intersec- 
on M, W' du ccrcle (c) avec Laxe des quantiles reelles qui cor¬ 
espondent, rcspeclivement aux: points ni et m 'du cercle (e 2 ) situe> 
:ir l’axe des quantiles reelles, cl comment, dans le plan des y, 
si situe lc point S qui correspond au point co du plan des 0. On 
d’ailleurs 

z* rh oz*, 

M ^ -M — - r — J 

I ■ j- 0 I =C 0 


u il faut prendre les signes superieurs ou les signes inferieurs, 
uivanl que Ton a A < 0. Dans le troisieme cas ou 0 est egal a 1 , le 
crclc (c) sc reduil a la droite qui passe par les points z { , £3. Le 
lilicu des points £0, Zr t cst alors le point M' ou le point M; et le 
loint S coincide avee Tun des points m, m f . Voici le resume de 
es clivers renscigncmcnts : 


Suivanl que 1 ’on a p — a ou p ~ 4 ? on a sgn 


A 

s/Z 


i n A et 


cs valeurs e 2 , co ou co, e 2 de y correspondent aux valeurs z^ o 2 

le z. Suivanl que I’on a sgn zp:i ,y elz varient, ou non, dans 

/Z 


c me me sens. Lc Tableau suivant indique, selon les cas, c 0 ni¬ 
ne nt sont ran gees les quantiles o 2 , z Aj M, ou ;?2, m f : c 2 , S. 


j 0 <C ij Z2 <C m 5 


4 ( 

0 < r, 

-i < m < -2 < m' ; 

A < 0 



l 

0 > f, 

<C <1 M <C ^ 2 * 

0 •>., 0 •< 

> 

v 

0 

m'<i e-2 < S < m. 

ou 

} 


1 ! 

C>J 

V 

r | A<o, 

/n'< s < e 2 < m ; 

p = *>,, 0 > 

> 

V 

0 

m'<, e-i < m < s, 

ou 

1 


p r= 0 < 

r j A < 0, 

s </??/< e 2 </>2. 


A > G, 0 = 1, m'= —-> S = m; 

5 7 


A < 0, 0=1, M = 


S = m . 
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i’on trouve sur la figure t B) du Tableau (GXXXI ), on oblienl 
immediaiement la correspondance entre les variables = el. //. Le 
perimetre du rectangle (R) da n u S95 fait son image stir les cou- 


pares da plan desc. 

II n'y a plus maintenant aucunc difficulty a elablir les lor- 

mules iCXXXIX). 


VI. — Reduction a la forme de Legendre. 


607. On peat, ainsi que Legendre Fa remarque, 

differentielle ou Fon suppose 

v/ftO) 


expression 


ramcnei' unc 
le polynome 


R(z\=±(z- 


lUZ- 


»)(-'■ 


- , i dv 

a racmes megales, au type — ? 

s/\ 


z^) (z —■ z /t ) du qualricme dog re, 
ou V est un polynome du second 


n ' nv 

degre en o 2 , au moyen d une subslilulion lineai re c- - - — 

dans laquelle p et q out des valeurs convenablcmenl. cboisies. 
Ouels que soient p et q on a, en effel, 


dz _ ( q — p) d v _____ __ _ 

V / R 7 ^» [p-z i-~ {q-~i) J> 5* - I 

en egalant a zero le coefficient de c dans lc produil des deux pre¬ 
miers facteurs sous le radical, ainsi que dans lc produil des deux 
derniers facteurs, ce qui determine p Ql q par les conditions 

-1- , 

^1— Z$-\r 3.,- 

f ^1 — Z ;i ) ( Z\ — Gp (z-2 — Z :i ) (z* — Z>, ) 

- ^3 "+■ Z -2 — ^. r ,)“ 

le second membre de l’egalite precedente se rcduil a unc expres¬ 
sion de la forme 

7. civ 

/zb (1 zb a^v*) (1 zb b~v~) 

on ^ de:i D ne une cons tan te qu’il est aise d’e valuer au moyen de 
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l 7 ^i, Lorsquc les coefficients clu polynome donne R(r-) 

ont reels, eelte conslante a, ainsi que les valenrs de p et de q 
ont maniiestemenl reel les; dans ce cas a el b design eront des 
ombres reels et positifs : on supposera b. 

Lc sc til cas ou p cl <7 ne seraient pas determines paries formules 
meccdenles serail celni oil Ton aurait- - z :i -h z -' f ; mais alors 
m n’a cerlainement pas z , - z % ; il suffira clone de trans- 


ioser, dans 1 ’egalile precedenle qui a lien quels que soienl pel q. 
c second el le troisieme facteur sous 3e radical, apres quoi la re- 
luclion an type — se fera comine on vient de rindiquer. 


608. Si, dans {’expression 
’on fait 

a --= b c, b c — ./• 


—oil v (i ±z a-v' r ){ i ±: b' 1 v’-j. 


in rclombo sur Tun des types envisages an n° 601, et il suffirait 
de sc reporler a cc numero pour y trouver les substitutions 
lineaires cn .r 2 ; qui ramenent I’exprcssion obtenue a une expres¬ 
sion dc la 1 orme 

...„ dy ... 

— s/\(y — — e 3 i 


oil c, - r-j - -|- - - o. Mais, au lieu de ces substi tutions, il est so li¬ 

ven l commode, quarnl a et b sont reels, et, par suite, c compris 
entre o cl i, dc sc servir des substitutions du premier degre en x- 
eiir 2 d ounces par Legendre dans les divers cas qui peuvenl se pre¬ 
senter lorsqu’on combine de loutes les manieres possibles les 


si goes -f-, 
moltenl de 


qui figurent sous lc radical, substitutions qui per- 
ramener {’expression a une expression de la forme 


c , oil \\ - (i — m 2 ) (i 

v/w 


- /r 2 ir 2 ), k ctant un nombre reel com¬ 


pris on Ire o et i. 

Nous supposons dans les formules qui suivent x et iv reels, 
c positif ainsi que k ! - sJT~— /r 2 *, w ne doit prendre que les va¬ 
lours comprises cut re — i et -p- i ) pour cliacune des translorma- 
tions, x est par consequent suppose compris entre les limites qui 
resullenl dc cello liypolliese, en vertu de la forniule memo de 


CALC CL INTEGRAL. 


04 

sent positives. Les radicaux eux-memes sont supposes positifs: 
enfin s. z ! designent des quantiles egales a ± 1 , ajanl respcejive- 
menl les signes de x el de w. 


tv 

k - sf 

■-- 


dx 



X . - ——- 1 

\' j I — tv- 

I — c-, 

/a 

x ~)( i- e 2 .r 2 ) 

/\v 1 


X “ s P [ — tv~. 

k = 7 

c 

[ ~~ c- 


dx 

-~~.r 2 )(i !-c 2 ./■*-) 

- -33'/- 

, </»• 

tA\ 

\ I — w- 

/1 -+- c' 1 

/(# 

dx 

2—1)71. r C 2 .r 2 ) 

• 33'/ 

d.w 

i/w’ 

.r = SV ' , “ B,S , 

c 

k ’ A 

\ 

~~ C 2 

vV 

dx 

- H~ i) ( i • c~x~) 

33'/• 

7w’ 

r = ——-> 

c \ I — w~ 

/l = \A 

C 

/(•» 

dx 

8--|j( c S r ! — ,) 

337/ 

r/.r 

v'Vv’ 

3 \ I — ( I — C- ) U 

V = —-— 

-5 k — /1 

• “ <? 2 , 


dx 


r/n- 

c 



/(./■: 

1 -iK' — c** 1 ) 


/\V ’ 

A ces transformations, il 

convient 

d’adjoindre ies 

> (l(‘tl\ 

Sill- 


\ antes qui sont lineaires : les radicaux sont l on jours supposes 
positifs. 


- - tv \/c {l — W ) 


7 

v 

— cp -T- v/c (r — w ) 

,1 ~l~ 77 

> ’ 

dx 


dtv 


2 — i) Ci— c'/r 2 ; 


/vv’ 


k~c. 

dx 



V' ( A* 2 — 

l)(c*X? — 

1) 

v/vv 


II est aise de deduire a nouveau, de ces relations dillerenlicllos, 
!es \aleurs des integrates qui figurent dans le Tableau (CWW ). 

609. Lorsque les racines de 3 sont reclles, si i’on fail, dans I’ex- 
pcession -4, la substitution 

\ Z 

- „ f COS 2 -h (z\ — ip) sin 2 cp 

-p/) cos 2 -l- (z\ - ■ z^) sin-cp ’ 
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*1 z - > < 7 © 

\/Z \/\ I ( ->. — s v ) ( -[J. - -p) COS*9 -K (Zp - - z v )J^ -.] 

upposons d’nhord A posilif. Si 3 os I compris enlrc et x, 

1 (Miliv, - go cl on supposcra A i, p. = v — 3, 0 — 4-; 
land v varie dr z-, a - j- yo 011 dr - - 00 a z i: o varie de o a o Q 011 

' '?« i'i <‘ n < 16 sii**nant. par 3 () Tare compris entre o et - cloul la 

, , , .a,. 1 

ni;(iiUc esl egalc a y, -j - Si ^ cst compris entre z :i et 

1 prendra ), : - 5 , p. r— ^ v = 1 , p - -r a. ; quand ^ varie de £ 3 a r- 2 , 
varide o a • Kn donnanl au\ radicaux leur signification arith- 
el ique, on aura 

(Iz *>. do ^ 2 N 

sj Z A\j \J \—/ - sin-9 

1 pposons ensu ile A negalif. Sl ^ cst compris enlrc z /t eL jz 3} on 

‘endra X . /[, p. . 1, v = a, p ™ 3 ; quand ^ varie de z> t a s 3 , 

varie (l<! oiip Si 3 esl compris enlrc :b el , on prendra X = 2, 

~~~ .*>, v : 4, p ■ i ; quand ^ varie dc z- 2 a £1, ? varie de o a A 

a donnanl encore au\ radicaux leur signification arilhmetique, 
1 aura 

dz ■<__ __ do ^ __ M 

\/'L \/ .- A.L \/i—/b 2 sin 2 © fi 

il esl a iso dc deduirc a nouveau de ces relations differentielles 
s valours des integralcs qui figurenl dans le Tableau (CXXXV). 


VII. — Substitution quadratique. 


610. Nous allons monlrer maintenanl comment la reduction a 


forme norma le —— de tou les les differentielles de la forme 

— y/\ /Z 

Zj esl un polynome quelconque en du Iroisieme 011 du 
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second degre. Nous nous bornerons an cas oil le polynome Z a ses 
coefficients reels et admet au nioins deux ramies miagtnaires; 
Pinteret de celtc derniere supposition eonsisle (‘ii oe <juTon 
pent alors choisir line substitution reelle telle quo les racines du 
polvnome transforme soientaussi recllcs, ce quo Ton ne pent fa ire 
par line substitution lineairc. Lcs modilications < 11 Ti 1 y aurait a 
apporter a quelques-uns dcs resullals suivanls, si Ton in: se Irou- 
vait pas dans le cas auquel nous nous limitons, n Yeliapporonl pas 
au lecteur. 

Rappelons d’abord quelques propositions elemental res relatives 
a la fraction x ~ ~ j ou U = a z 1 -|- p ^ H - y, \ - a ' z' 1 -1- ft z - |- y' 
sont des trinomes du second degre en z, a coefficients reels; nous 
ifiexcluons pas le cas ou of est nul. La derivee de eetle fraction 
s’annule pour les racines c 3 de 1’equation du second degre en o, 

i a) cpi ^ i — U' V — UY' = t a(j f — a' p) z- -■ •> (ay'~ a f y ) ^ -}- By'-.- [ J /y o. 

Les valeurs x { , x 3 de x qui correspondent a if,, s’obliennont 
en remplacant ^ par dans ~ * ou niicux dans la (Vaelion du 

premier degre x 3 sont reels on memo temps que ^ 3 . 

Ouand x est egal a x { ou a x :i) lc pofynome en 5 , U - V.r, ayanl 
one racine commune avec sa derivee, est un earn' parfait, et est,, 
par suite, egal a (a — a!x { ) (z — 'Cft 2 ou a (a - - afir 3 ) (j . 

On en conclut que x u x* sont lcs racines de 1’equation en x 

1 h 5 'D'*) = O f a?— pp- 4(a'j? - a) (y\r — y) <>, 

qui exprime que Pequalion en.s, U — V\r - -o, a scs racines egalcs. 
Des remarques anterieures et des relations 

<1{ X ) = (P' 2 _ ia r y')(.r (> — .r ; ,), 

?(-) = (*?'-*'£)(- - r,)(a 

fi resulte que le poljnome en 5 , V 2 A ^ , est egal au carre de 
y U- l multiphe par un faeteur constant que Pon trouve aisemcnl 
etre egal a i en comparant les coefficients dc s' r ; on a done Pi- 

den tile 
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(^nantl los racines do V sonl imaginaircs, la reality des cjuan- 
ds <^i, Ci' -L'i, ■/';( apparail aisdmcnt sur los equations (a), (O. 
i ed'el, d’niio part, cn rcmplacanl, dans 'f(z)— U'V_UV'. 

par la racmo - - do V', on Irouve le meme rdsultat qu’en fai¬ 
nt la memo substilution dans U'V ; or Vest alors du mcmc signe 
IC a'; U' so mluil a U'V cst done, dc memo signe que 

P — e’esl-a-dire de signe conlraire an coefficient de s a 
ns ct(g') ; C et C, sont done reels et comprcnnent entre cux le 

Q f 

\mbvo, - - ^ * U’aulro pari, si clans 4(.r) on remplace x soil 

CC • 

r a/ s 01 ^'l )a, ‘ “7 1 ( ‘ resulial csl posslif, par consequent de signe 

nLrairc an coefficient do x 2 clans A(.z-); .r,, sont done reels 

comprcnnent enlre eu\ -V Enfin, com me x f cl .r 2 se de- 
a y 

lisent de £,, £ ;{ en rcmplacanl ^ par ^, ^ ;5 clans 2 y V ~~ ^ , on a 

2 OC Z H- [j 

r _ _ g »p)( Sl -. g3) 

1 ’* ( •Acc'ti --f- p') H- p') ’ 


usque —- csl coinpris enlre el 'C :i le denominateur est ne- 

lil; il (m resnlie (jue £ ;l sonl ranges, on non, dans le meme 
clre dc grandeur (pie x- i7 suivant qnc ajii'—a'ji est negatif 
l posilif. 

Dans le eas (pie nous aurons encore a examiner, oil U a ses ra¬ 
les imaginaircs el oil a' est mil, on voil de meme que £j, ^ sont 

els el comprcnnent la racine —~ de V; cjue X\ sontde signes 

n Ira ires, parcc cpie lenr prod nil est negatif; enfin que , £ ;t sont 
ages, on non, dans Ic meme ordre de grandeur que x :il sai¬ 
nt que a(3' cst positif on negatif. 


611. Ccci pose, designons par Z an poljnome da troisieme ou 
i qualriemc degre, a coefficients reels, admeltant deux racines 
taginaires conjuguecs nous designerons par £4 l es 

ux an Ires racines (reelles 011 imaginaircs conjnguees) si Z est 
. qualriemc degre, par s 2 D racine reelle unique si Z est du 
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Z sera, suivanl les cas, de I’unc on cle I’aulre des deu\ formes 


Dans la differenlielle nous feroos la subshlulson x~ • -7’ 

V/Z 

en posant 

si Z est du quatrieme degre; 

U = i 3 -- ) (z - - -3 ), V — - - - ^i- 

si Z est du troisieme; les coefficients a, . . . , y' de U, V sonl redds 
et s'expriment immediatement au moyen des racincs de Z. On 
aura aiors, en convenant de remplaeer A par a quand Z esl du 
troisieme degre, 

o ( j ) 


Z - AUY - AY*.r. 


d'ou. a cause de I’idenlite (e), 


> CXL) 




Y dx 


dz ya 




\/Z cp(^)/Ax i/Aar^a*) 
les radicaux etant lies par la relaLion 


\/ A # dq a*) _ cu (z) 

.~Vt. = ^"’ 

qui m outre, eu sup posant tout reel, que les radicaux soul on non 
de me me signe, suivanl que 0(5) esl positif ou negalif. La memo 
egalite montre que Z el Ai'l/fx) sont de meme signe pour des 
\aieurs correspondantes de x et de 

612. Placons -nous d’abord dans le cas, ou Z clanl du troisieme 
degre. U a ses racines imaginaires; et sonl aiors reels; en 
supposant ^ > w 5 , on aura, par les remarques precedenles, 


*,Z) = Z*-ZZ,Z-TrZ i (z l + Z ;i ) -^ 53 - ? 3 ), 

6ur > “ { % r — JZi~h o 3 )* 2 — 4 (<51-53 H- z. 2 x) = (x — ./-j) (j? — ,r 3 ), 

= -1 — ^3 = —- 1 — 

'si X' s 3 • ^*1 d' 0 X 3. 
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Evaluation des intEc.rales le long dTn r .hem in quelconque. 

Pour quo \/Z soil reel, ^ doil elre compris on Ire --x el ou 
Ire ^ 2 el -hoc, suivant que a esl negalif on posilif. Le Tableau 
Ivan l indique la correspond a nee entre les valeurs de et cedes 
: x ; dans la premiere ligne les valeurs de 3 soul rangees par 
drc de grandeur croissanle; la troisieme ligne conlienl le signe 
; 0(3); x augmcnle ou diminue quand 3 croit, suivanl que ce 

gne est ou -- ; esl un maxi mu in, x { 11 n minimum : 

0 1 -00 r : > ^0 ? t -r-oc 

X ' -CO X'z . .ZCO X\ CO 

Signe cle <p(^j | - - - — 

Dans Pcgalile ~~ -- .. r t^=^i=^-===r , > on prendradone 

| s/L | \sjax{zr — x\)(x — x z \\ 

signe supericur 011 le signe inferieur suivanl que ^ n’esl pas ou 
;l compris enlre el . 

Ln applicpianl par cxemple le resultal a la diflerentielle 
__. -.- » ou Pon suppose e- ± reel, e,, e 3 imaginaires con- 

_l *1 - y 2 A' 3 

iguees, en sorle que, com me on Pa fail observer au n° 594 , 
c 2 — C \, \/e> z r :t sonl aussi imaginaires conjuguees, on est 
nene a faire la subslilulion x = Til e ~ l ^ ’ et ^ es qoantites 

2signees plus haul par C:n x \ 5 sont ^ C1 

?i a 2 \/ i; t — e i \ / ' e ± — e 3‘ 

? 3 “ — — y/e 2 — e 3 , 

Xi ~ a ~~ ^2 5 
.7*3 r-r U ? 3 -+- . 

11 lieu de ccllc subslilulion, a (in d’oblenir un polynome dans le- 
uel la somnie des racines soil nulle, laisant la substitution 

(e. 2 - - ei ) ( e 2 
y - - x - - ‘X e* ^ ^ 



ous obliendrons la relation 
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en posant 

K, rr e* 2 \l?r— «I S>e -1 — *3 = *s - { - \ ( (, i ' • ^>. (/ ) ’ 

E-2 = — o. e . 2 , 

E s = p L > — 2 \!e-i - - 6 ] \'e-y — e z e-i \ ( ''2 ) * 


I! importe cie remarquer c|ue Jes quantiles L£|, h;>> Li s<,n ^ 1 cellos. 
En supposant ^ e 2 , on aura x x i, done y . - L, el 1 on devra 

prendre, dans le second membre de J’equalion (//), le signe | on 
le signe —, suivant que z est compris entre ^ cl -I- oo, on cnlrc 
e 2 el r,: si z doil varier a la fois dans Ics deux inlervalles, on 
fractionnera 1’integrale. 

Le resultat que nous obtenons ainsi coincide aver la rclalion 



co ;} — Cl>,\ 


2 


= | Wi. (On) 


(j\,~ c t ) ( <> 2 — r- { ) 
J>( 0 | W,, ( 0 S ) — (>./ 


qui re suite aisement des formules (X.XU) mi (XXIV ) cl des for- 
mules de transformation lineaire. 


613. Supposons main tenant que Z soil du qualrieme degre, on 
aura alors 

-2- - Zj) — (23 -5,- ■5 8 )(5-~5 2 )(3--3^ ) 

(Ai ~s) — (^2 "■ z \ ) 5 i z ;i 

— ( 3 2 — 3 - —■ 3 ,—■ 3 a )( 3 -SI ){ Z — £»)• 

y..?*- - Zn)x\' i ~ z,s>, > 

-- i 3-j \~x- 2 [a 3-> -3.V — 2 3] 3,3 - - (3o -i~ -3/,) (3,-f- 3 ;{ ) J X (z 2 ~ Zr t Y 2 

— 3i — 3 ;1 I- (X~ X t )[ X ~ X 3 ). 


x t = 



x 3 =~ 


2 C 3 — 3, — 


Xl — ^3 


‘ 2 ( 3-2 4 - 3 y 3 j — 3 ; { ) (^, — ^3 j 
(2^, 3, 33 ) ( 2 £3-3,- 3 ;J ) ’ 


puis, en posant A, = A (A, — z^)' 2 . 


j GXLf •. 


dz __ dx 

\ f Z \ \. x x{ x x x ){x ~ x :l ) 

V Ai^ --xd iz ^xT) ___ 0 ( 3 ) 

v/z 3 i )H ^—^3)“ 
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IS faut loulcfois remarquer que celles de ces formulesou ligurent 
, *C:t doivcnt clrc modifiees si cp( z) se redint an premier degre, 
xst-a-dirc si g 2 -i - ^ — z x — esl mil; nous ecarlons ce cas pro- 

soircmenl. Lcs quantiles Uj, £3, x K , x 3 sont reelles; —- est 

inpris entre ^ et , i el - — sont compris enlre x K et x x . Si 

%\ sont reels, x { et x 3 sont de signes contraires; d’ailleurs o(z 2 ) 
<p (s i) sont de signes contraires; il y a done une des racines ^ 
comprise entre z 2 et Si s 2 et sont imaginaires, x { et x ti , 
li* sont de memc signe, sont positifs, puisque i’un de ces nombres 
l plus grand que i ; nous prendrons pour x { le plus grand des 
ux; A. { est de signe contraire a A. Nous avons tout ce qu’il faut 
iur dresser le Tableau suivant, comportant deux cas suivant le 
jne de £0— z :] ; dans cheque cas la premiere ligne 
ntient les valeurs remarquables de ^ rangees par ordre de gran- 
ur croissante; la derniere ligne conlient les signes de dans 
aquc intervalle; suivant que ce signe est -j- ou —, x regarde 
mme une fonction de z esl une fonction croissante ou decrois- 
ite. Enfin, on a fait ligurer £ 2 et parmi les valeurs remar¬ 
ables de z eu choisissant z 2 <C S/<- Ces quantiles, ainsi que les 
leurs zero de x cjui leur correspondent, doivenl etre effacees si 
es sont imagi 11 aires. 


-4 

X 

X | 1 

Signe de o (z) | 

-0 z 2 



X 

Signe de o(~) 


z 1 ^3 j ( 4i ^ 4-3 ) • 

Si 

X ! O X :i () 

^2 -V Kl 

O X ;{ O Xi 


- X 
f 


Lorsque js 2 et z A sont reels, A pent etre positif ou negatif; dans 
premier cas, z doit etre compris entre — cc et z<> ou entre z?, 
-f-co; dans le second cas, entre ^ 2 et s 4 . Si Ton a, par exemple, 
-1- Zi > z { 4- ^ 3 , A > o, z<C z. 2 , x est positif et plus petit 
ie x x ; d’ailleurs A { est negatif; Ja quantile A* (x — x { )(x — .r ;i ) 
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si gne la at que ^ reste coinpris enlrc —co el. avec cles signcs 
(‘oatraires tant que ^ est compris enlrc s, el ^; si ^ Ira verse la 
\aieur le cliemin d’integralion devra elre fraction no de la Si¬ 
mile inferieurc a tie !i| a la liniite s open cure. Le I. ableau pre¬ 
cedent permetLra dans tons les cas de suppriiaer Louie ami)igui'le. 

Si sent imaginaires, A doit etre suppose posilif, done A, 

negatif. On reconn ait sans peine que x doil elre compris enlrc./*, 
el x > 7 el le Tableau perm el toujou rs de lever l’ambi guide de si gne. 

II reste a examiner le cas oil Ton a -| - z * = -|- -3 • L’cqua- 

tion Ut'j se reduit alors a 

-= 2(z l Z :i — ( 5 



La formule (CXLl ) subsiste; mais il convicnl de remarquer (pie 
Fune des racines x { , x {) est egale a i et que Laulre esl egalo a 

——; on a d’ailleurs, dans ce cas, 

y~ _4 (-2 -'i—-i-3 1 . 

-:}) 2 (-1 — -:i) 2 

on aura done 



si Ton a 


Xi — I 


-2--1 ' ^ -1 -:}j 


x -< 1 Ja,ls Ic cas coalrairc. Le Tableau qui donne la corrcspon- 

dance des valeurs de ^ et de x est alors le suivant : 



-2-4 -1 -3- 



-2 —i . ' - 1 - 3 * 


- 

_ y -1 — *3 

-T- co I 


_^ -1 H~ £3 



‘± 

- 


h 


ll 


| 2 


X 

I X;> 

1 1 

I ' 


l .Tf 


c:_ i. 



X 

1 


* j i *. 

Signedeiy(«) | - h 


Qaant a | a supposition StS ^ s.s,, on doit la rejeler, car alors 
6i> ^ eiIX rac ‘ nes seraienl egales aux racines s,, 


614. En appliqaant ce qui precede au cas on Z csl un trinomc 

Jicarre ayant au moms deux racines imaginaires, on oblienl les 

resuitats simann /- emc . n • n. - 
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malion employee, puis les limiles entre lesquelles doiventrester 
variables pour quc les expressions sous les radie.aux soienl po- 
ivcs, enfin la relation differentielle. Tout est suppose reel. 




dz .sen 3 


A ^ u. 
V Co, 


o ■ 
[ 

c- 


C x < t, 
C zc < o, 


dx 


\/k ( z- — I) {z- -I- C- ) I 


V / 4 Aa?(i — x)(c' 2 x -4- i) | 



x compris entre i et 


i 

c 2 


dz. sgn [ ( c 1 ■ i)^] 

\/ A ( Z ~ —t— I ) ( Z 2 —r- C 2 ) | 


dx _ 

\J[\ kx{\ — x) ( C 2 X — I) I 


z ' 1 -4- 2 rz eosO - r- . . 0 1 

x — —--^, x compris entre tang 2 - et- A • 

-3 2 — ‘irz cosO -4- 7* 2 r " 2 0 0 

tang 2 - 

dz . sgn. [r (r 2 — z~) cosO] 


sj A (3* -4- e rz cos 0 -h r~) (z 2 — 2 rz cos 0 -4- r 2 ) | 

dx 


/ / 0 0 \ / . 0 „ 6 \ 
| 16 A r 2 x \^x sin 2 - — cos 2 - J ( sin 2 - — x cos 2 - J 


Le leclcur pourra appliquer ces formules aux clifferenlielles 


dz dz dz 

y z * — 1 \JT^~z'+ /1 z’* 


615. Lorsque non seulement les coefficients de Z mais aussi 
cliemin d’integration est reel, on a mainlenant tout ce qu’il 
ut pour ramener clireclement revaluation d une integrale quel- 

>nque de la forme j ~~ a celle d’une integrale du type nor¬ 


al de Weierstrass 


/: 


dy 


Vy 


j? 011 a 


a celle d’une integrale du type 


or 


:unal de Legendre / — 


dx 


: , oil A' 2 est reel et coin- 
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pris entre o ct i. On evite ainsi les transformations (jiic nous 
avons etudiees a la fm du Chapitre VII du Tome III. 

Ouand les racines de Z sont loutes i'eel les, on fera Pune dcs 
transformations lineaires indiquees; dans 1e cas contra ire, on 
eommencera par faire Tunc des Iransformations quadraliques 
qui conduisent a un polvnome dont toutes !es racines sont 
reeiles. 
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CIIAPITRE X. 

I XT KG RALES ELLIPTIQUES. 

I. — Evaluation des integrates elliptiques. 

616. On appelle integrate elliptiqne Louie in tegrale cle la 
rme j F (x, y/X) dx, ou X est un poljnome en x du troisieme 
i du quatriemc degre, a racines inegales, el F '(*, V ; 'X) une fonc- 
30 rationnelle de x et de y/X. Soil par la substitution lineaire 
jXXXLI), soil par un autre pro cede qui sera etudie au Chapitre 
dvant, (GXLII1 ), on peut ramener une telle integrale a la forme 
f[y, yA ) dy , oil Y 4 V 3 ” - g'-iy - - g 3 est un poljnome a ra- 
nes inegales et 011 f(y, y/Y) est une fonction rationnelle de y 
de y/Y. 

Supposons que I’integrale proposee soit une in tegrale delinie, 
*isc le long d’un cliemin [x) all ant du point x 0 au point x { , et 

1 passant ni par une racine de X ni par un pole de F (jr, y/X/ ; 
long de ce cliemin (x) convenons d’enlendre par y/X la deter- 
inalion de cetle fonction qui resulte, par continuite, de cette 
eme determination pour un point particular, pour le point ini- 
al # n , par exemple. On pourra, en appliquant le the or eme de 
aucliy, substiluer au cliemin (x) un chemin ajant les memes 
aremites et qui soit equivalent au cliemin (#), c’est-a-dire qui 
mduise a la merne valeur de llntegrale. On peut done, si Ton 
Ail, supposer de suite que le cliemin (x) se compose de segments 

2 droite ou d’arcs dc cercle. 

Si Ton emploie la substitution lineaire (CXXXI1*), les pro- 
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an die min ■»: Fintegrale jfiv, #) ^jioit ctrc prise Je long 
»{ e ee chemin t r ). La determination de \/Y pour un poinl qucl- 
eonque r dn chemin \ y) resulte de celle de \' 7 X. au point corrcs- 
pondant x du chemin <» an moyen de la formule (CXXYIL^: 
on obtiendra ainsi. en particular. la determination initiale \'Y () 
de \ Y pour le point initial y 0 correspond ant an point.r () . 

Si Ton fait ensuite la substitution y = p ( u; s>' 2 , # 3 ) et si Ton 
determine, dans le plan des u 7 un chemin ( u) correspond ant an x 
chemins y) et (x) par les formules 

r y dr r v dx 

ok les integrates sont prises le long des portions des chcmins (p") 
ou ix i. qui partent des points y 0 ou x 0 pour aller au\ points y 
ou X. et Oil Uq est Tune quelconque des valeurs de tt cpii salisfont 
aux equations concordantes 

r 0 — pit 0 , v/Y 0 — — p'^o, 


on aura, tout le long des deux, chemins (y) et (m), en deux points 
correspondanls, les relations y = p u, \/Y = - p r u, el Foil sera 
ramene au calcul de Fintegrale 



- p' u) p' u du , 


oil le signe J porte sur une fonetion doublement periodique, cl 
oil la variable doit suivre un chemin connu (u). devaluation d’unc 
pareilie integrate a ete traitee au Chapitre Vlll du Tome 111. 

Ouant a la determination du chemin (u), observons d’abord 
que ce chemin se reduit a une portion de Faxe des quantities 
reelles si 1 on n’a affaire qiFa des fonctions reelles de variables 
reelles: on n a alors qu a en determiner les extremites. Lorsque 
les coefficients de X, Y sont reels, les variables x\ y etant d’ail- 
leurs quelconques. nous avons donne au Chapitre IX to us les de¬ 
tails necessaires pour revaluation des integrates — C^ 

j , , , ' J -y/Y J 

qui ligurent dans la formule (i), et l'on pourra done, dans ce cas, 
determiner le cliernm ( u) avec autant ^approximation qiFon le 
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jiulra : on n’a d’ailleurs pas besoin de determiner les points in- 
; rrned i a ires avec autant de precision qne les extremites u n . u { . 
arce que, pour {’evaluation de I'integrale dc la fonction double- 
Lent periodique, on pent remplacer le chemin (u) par on clieinin 
[uivalcnt; Loutefois, on doit se rendre compte de la facon dont le 
ic min (a) est place par rapport aux poles de la fonction doubt e- 
ent periodique. 

II est a peine utile de dire que bon pent tout aussi bien rame- 
3r I’integrale proposee a une integrate de la forme / f ( y/Z) clz. 
i Z est de la forme (i — z-)(i k-z 1 ) et on f(z, \/Z) est une 

notion rationnelle dc ^ et de yZ; par la substitution z sn u, 
L --z sn'on est ensuite ramene a {’integration d’une fonction 
mblement periodique. 


617. [ 1 nous reste, relalivement a la determination des poles et 
i deveioppement de la fonction doublement periodique dans 
ur voisinage, a donner quelques indications qui n’ontpas trouve 
ace dans le Cbapitre VI du Tome III. 

En posant, pour abreger, y = pa , y' = p*a , la fonction dou- 
ement periodique que bon a a integrer pent etre supposee mise 
us la forme 


?(*) = 


p - Q.f 

K -+- S y fJ 


. designant par P, Q, R, S des polynomes cn y de degres res- 
:clifs a, (3, y, c, polynomes que l’on peut supposer sans plus 
and commun diviseur. 

On reconnait tout d’abord, en remplacant dans cette expres- 

, I l(~ — 9, go LI 

>n r et r par —- + -1- . . . , —- -j- - h . . ., que o est un 

le de <p ( a ) lorsque le plus grand m des nombres 2 a, 2 [3 — 3 est 
perieur au plus grand a des nombres 2y, 20 -f- 3; Tordre de 
iltiplicite du pole o est m — n = ja. Si Ton ordonne le nume- 
:eur et le denominateur de f(u) suivant les puissances crois- 
ites de a, que l’on effectue la division du numerateur par le 
ominateur jusqu’a ce qu’on ne trouve plus au quotient de 
issances negatives de a , puis que l’on rnette ce quotient sous 
forme 

1 1 1 i-v I * r-w -•> 1 * .a rwn_n * 
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ia partie de r ^(u j qui correspond au pole 0, c est-a-dirc fa par lie 
de s a ! qui devient infinie pour u ~~ o, sera (n° 3 o 8 ) 

A £ u — A t it - A* Vit --. .. - - Ajj-i u. 

Considerons maintenant un pole u - a de c d(u) qui lie soil pas 
coimru a o, mo chilis 2 co,, 2 co 3 . Le mimeraleur de o ( u) elanl imi, 
le denominateur doit etre mil pour u a\ on resoudra done les 
equations sinmltanees en jq y' 

r -- s y =- o, /* - 4r 3 — »*• 

Soil v -- Z/, Z/ une solution de ces equations el it ~~ a une 
solution des equations pu = b, phi ” 6'; m -- <2 sera un pole, si 
P — Q y n’est pas nul pour y b, y 1 b' . Pour s’assurer dans 
Lous les cas que a est un pole, et pour trouver la partie corres- 
pondante de z(i11), on pourra ramener ce cas au precedent en 
faisant le changemenl de variable u~-v-+- a ; les Tommies d’addi- 
tion permettront d’exp rimer p(e-r <2), p 1 (y -j- a) ralionneliemenl 
en p v*. p'c, b. U et de transformer f f(u) en une fonction ration- 
nelle de pr, ph\ On peut aussi, pour obtenir les premiers termes 
du developpement de cp (a -j- v) suivant les puissances croissantes 
de c. rempfacer p(a -- e), p'(a -j- v) par leurs developpcmcnls 
de Tailor suivant les puissances croissantes dc e, ordonner le nu¬ 
merate ur et le denominateur de v) suivant ces mernes puis¬ 

sances, elTeetuer enfin la division en ne gardanl au quotient que 
les puissances negatives de v. II n’est pas inutile d’observer que 
Fordre de inultiplicite de la racine b de i’equalion 

— 4Z> : * Ss + ^ 6 S* - - ^ = o 

est Pordre de inultiplicite du pole a, dans le cas oil b n’est pas une 
racine commune a Pi et a S, 011 b’ n’est pas nul, et oil P -f- Q y' 
n est pas nul pour y= b : 7'-- b'; autrement, Pordre dc multipii- 
cite est abaisse. 

Ay ant determine I'un apres l’autre les poles dislincls dc cp (u), 
ptii= les parties correspondantes de <p(«), la somme de to ales ccs 
parties sera egale a la fonction s(«), a une cons tan te additive pres, 
que Ion pourra determiner en donnant a u une valeur arbitrage 
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les notations da n° 3 o 8 , en ecrivant toutefois ®(u) a la place de 
on aara 

l - V 

o(u) — G -i- ^ [A l/) £0 — A ( / J XJ(u — ai) (u — a/)J, 

/=i 

et toutes les constantes qui figurent dans le second membre se- 
'onl connues. La somrae A^ - 1 - A (v) est nulle. 

618 . L’integrale indefinie J v(u) da est, en general, une fonction 
lineaire de u et de termes tels qae logs'(«— a), £(«— a), p(u — a), 
p f (u — a), .. a etant un pole qaelconque; a cause des formules 
d’addition (VIJ 3 ) et de cedes qu’on en deduit en prenant les de- 
rivees, on voit aisement que cette integrate indefinie contient un 
ternie en u, un terme en ^ u, une fonction rationnelle de pu, p ! u 
et autant de termes en logs'— a) qudl y a de poles a pour les- 
quels le residu correspoudant n 7 est pas nul. 

Pour qae cette integrate soit une fonction univoque de u, il 
fautet il soffit qu’elle ne contienne pas de logaritlimes, c ? est-a-dire 
que cliaque residu A ( ^ soit nul (i = i, 2, ..v). Pour qu’elle soit 
une fonction donblement periodique de u : avec les peri odes 2 co i , 
2 to 3 , il faut et il soffit qu’elle ne contienne ni logarithmes, ni 
terme lineaire en u, ni terme en £(«), c’est-a-dire que 1 ’on ait 

i ~ V 

A f/) = 0 (i — 1, 2, . .., v ), C — o, Aj I? = °* 

/ = 1 

O11 obtient ainsi les conditions necessaires et suffisantes pour que 
Pintegrale J F (#, ^/X ) dx s’exprime rationnellement en x, ^/X. 

Il pent arriver que cette derniere integrate soit la somme d’une 
fonction rationnelle en x , ^X et de logarithmes, multiplies par des 
constantes, de telles fonctions. File est dite alors pseuclo-ellip- 
tique. Les conditions pour qu’il en soit ainsi sont beaucoup plus 
cachees. Nous nous contentons de signaler ce probleme, stir le- 
quel le lecteur trouvera d’interessants developpements dans le 
dernier Chapitre du second Volume du Traite des fonctions ei- 
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II. - Reduction de Legendre. 


619. En se piarant a im lout autre point de vuc, Legendre a mon- 
tre quo revaluation d'une inlegralc de la forme f ¥ (.r, ) dx se 

ra men ail a ties integrations elemenlaires cl a revaluation cl ’ i n lo- 
^rales renIrani dans trois types simples. Bicn que le proceded’in¬ 
tegration que nous venous de decrire dispense d’appliquer le mode 
de reduction de Legendre, ce mode de reduction n’en garde pas 
inoins im interet propre, non pas seulement parce qu’il pent el re 
praliquement utile dans certains cas, mais surtoul parce qu’il esl 
i'origine de la classification des integralcs cn integralcs do pre¬ 
miere, de deuxieme et de troisieme espece, classification qui s’e- 
tend de la far on la plus nature lie aux integralcs de la mesne nature 
i dites hrperellipiiques) ou le radical porle sur on polynomc de 
degre superieur an quatrieme. 

Toot d'abord, Pexpression F(x, y/X), raise sous la forma 


P — 0 i X 


z? on P, O, R ; S sont des polynomes cn tiers cn .r, se ru¬ 


nic ne, en multipliant en haul et en bas par R — S \/X, a la lbrme 


M-= ? ou M. X sont des fonctions rationnelles cn x. La pre- 

mi ere partie sdntegre par les fonctions elemenlaires. En decoin po- 
sant X en fractions simples, on ramene Pinlegralion de la seeonde 


partie a ceile d’integrales de la forme f—~ on 

J /-X 


que nous comprendrons sous le type unique 


x „ C( x ~~ a) p dx 


oil p est un nombre entier positif ou negatif. Si 1’on pose 
X = XI x — a)'* — 4BO — af — 6C(a? — a)* -+- 4 D(> — a) h- E, 
Jans lidenlite 


■„./vl r(x — a)r-iX-hi(x— aYX' 


01 
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oil /* est 1111 entier queiconque el oh \ f est la derivee de X. on 

trouve, a pres avoir integre. 

(r — 2 ) X X r _- — 2' 2 /’ — 3 f B X;._-2 — G /* — l . C X 

— 2*2/' — i j 0 X r — r EX y _ : = ' x — a f pX. 

Si E n : est pas mil, c'esi-a-dire si a n’est pas racine cle X, on peu! 
resoudre cette equation par rapport a X r „ f . taut que r n'est 
pas nui; si E est nul. D n'est pas nul, sans quoi X admettrait la 
racine double a, el bon pent toujours resoudre ['equation prece¬ 
dent e par rapport a X/.. il re suite de la que si p est negatif, X , 
pent toujours s : ex primer an moyen d'integrales analogues a in¬ 
dices positifs ou nuls, de \_ f ei de quantiles algebriques. 

Pour ce qui est des integrales a indicc posit if, elies se ramenent 
a la forme / —, : nous continuerons a les designer oar et 

J vox A . 1 i 

nous emploierons la me me formule de reduction en supposant 
a = o et en regardant A. B. C. D, E comme les coefficients mernes 
du polvnome X. On pent alors resoudre la formule de reduction 
par rapport a X r4 _ 3 si A n'est pas nul, par rapport a X rj _ 2 si A est 
nul ; on voit done, si A n’est pas nul. que X 3 , X /( , X r> , . .. s'ex- 
priment an moyen de X 0 , X, , X 2 , et si A est nul, que X 2 , X 3 , 
X' ( , ... s’expriment au moyen de X<>, X, . Dans !e premier cas, 
on pent pousser plus loin la reduction; cela est evident si X est 
bscarre, car alors se ramene aux transcendanles elementaires 
cn prenant x- pour variable. 

Bornons-noiis aux cas ou X a Fune des formes (i — x 2 ){ i — /Ax 2 ), 
4x 3 — g*x — On voit qu’on n : a a considerer que trois types 
ddntegrales, qui sont, dans le premier cas. 


r dx 

r x - dx 

r d.r 

J 7*’ 

J v'x ’ 

J (x — a)\/S. 

et, clans le second cas, 



r dx 

r x dx 

C c ^ x 

J A’ 

J 7s” 

J (z — a)i/X 


Ces integrales sont dites respectivement integrates elliptiques de 
premiere, de deuxieme, de troisieme espece. Le type des inte- 

i i i _ x . .1__ r_~ „ v 
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OiO. Ces memes denominations sont employees avec dcs signi- 

tications differentes, que nous expliquerons tout a 1’hcurc, el qui 
d'ailleurs permettent to uj ours de dire, coni me le lecleur s cn con- 
vaincra sans peine, que revaluation d’une integrate ellipliquc sc 
ramene a revaluation d’une integrate de premiere espece, dtemc 
integrate de deuxieme espece et d’une on plusieurs integrates do 
troisieme espece. Mais, en res tan t encore un instant au point de 
vue oii nous nous sommes places, nous voulons remarquer que si 
Ton regarde les integrates ci-dessus coimne cffecluecs 1c long d’un 
c hem in et comine lone lions dc leur limile superieu re x, ctest-a- 
dire de Itextremite finale de ce cliemin, Fintegrale dc premiere 
espece reste finie quel que soit x, meme pour x infini, Landis que 
Fintegrale de deuxieme espece devient infinie avec x, et que Fin¬ 
tegrale de troisieme espece devient infinie comma log (a;— a) 
quand x s’approche de a. Les fonctions de x ainsi definies re stern 
d'ailleurs holomorphes dans toute aire limitee par un contour 
simple, d'ou le cliemin d’integration ne doit pas sorlir, et ou 

-7= >Vil s'agit des integrates desdeux premieres especes), - i -—- 

' (x — a) \/\ 

(s'il s'agit de Fintegrale de troisieme espece), est une fonclion 
liolomorphe de x. Mais les choses se passenl d’une faeom un peu 
Jifferente aux environs du point co, suivant la forme dc X. En 
nous bornant par exemple aux integrates de premiere cspecc, si 
I'on fait la substitution x = on aura 



>r - dans Ie Yois gage du point 5=0, qui correspond an poini 
~ C: Z~^2) ~f/-9 ~ zt) fonction holomorplie de z, mais 

i0D ; nous aurons ^’occasion, a propos des no- 

ations de YYeierstrass, de revenir bientdt sur le second cas. 
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III. — Notations de Jacobi. 


621. Nous avons maintenant a expliquer quclques notations et 
expressions qu'il est indispensable de connaitre. 

Supposant k reel, positif et plus petit que un, et designant 
par Ao, oil o est un angle reel, la determination positive du ra¬ 
dical sji — k 2 sin 2 g, Legendre pose 



u 


= 


T 



E( ? i= f'\ ? d^. 

*- U 

E' 1 ’ = 

• 0 


et appelle F (), E(o) fonctions elliptiques de premiere et de se- 
conde espece. F (i) et E (1) sont les fonctions completes . 

Le mot fonotion clliptique a pris, depuis Jacobi, un sens entie- 
rement different : on entend generalement sous ce nom les fonc- 
tions que nous avons designees sous le nom de fonctions double - 
ment period iques du second ordre. 

La fonction F (s) de Legendre n’est autre chose que V integrale 

clx 

-- , 

-0 vt 1 — X-KI — h-x-) 

dans laquelle on a remplace x par sino. La fonction E(cp) de Le- 

f r* * q i j j 2 ^ 

gen dr e est egale a F (s) — k 2 / do ; c’est done line combi- 

«- o r 

liaison lineaire d’une integrate clliptique de premiere et d’une 
integrale elliptique de seconde espece fn° 619). 

Legendre a encore introduit la notation H(/i, ou n est un 
parametre, pour designer l’integrale 


i: 




> j A© 


■/ 


L-V- 


\do 


o ) 



do 

n sin o') Acp 


c’est, en c misery ant la definition du n° 619, la somme de deux in¬ 
tegrates elliptiques de troisieme espece, integrates dont la diffe- 
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Il peisL n‘dre pas inutile d’observcr que la valcur dc A<p esl 
too]ours comprise elitre // et i, et que i’on a, pour cliaquc va¬ 
le nr de o, \o ~ coso. 

1352. Jacobi a inlroduit d’a litres notations, sur lesqucllcs nous 
insisleroDs un pen plus. Les fonclions de la variable u , cju il a desi¬ 
gnees par les notations am u, co aniw, E(m), 11 ( a, a), peuvent elre 
Jennies par les fonnules 


am u -- f dn u du, co am u = am (K -- a ), 

* o 

r u , 7 _ . . r u k~ sn a cn adna sn- u du 

I an 2 a du, n(u, a) = /- r --- 3 

I J i — k 2 sn-a sn 2 a 


Jans la derm ere desquelles a est un parametre. Lc module, k doit 
etre regarde com me une donnec, clifferenle de o el dc i. 

Les quantiles que Jacobi designe par K, K/ coincident avec 
cedes que nous avons designees par x(/d), x'(/d); la qua mile t, 
qui permet de coostruire les fonclions sn, cn, dn (n os 518 , 300 , 
tommies LXXI fi , 7 , 8 , XXXVII i 5 o), et qui figure dans les definitions 

preceuentes, est supposes egale a EjE. Les notations am (V/, k), 

L,q/,/ t . ... an lieu de am u, R(u), ... s’cnlendcnt d’ellcs-mcmes. 

Lor si] ue k est reel, compris entre o et i, la quantile K de Ja¬ 
cobi coincide avec la quantile F (1) de Legendre. 


623 . Considerons d’abord la fonction am it. La fonclion dn u ad- 
met pour pules les points 2 /zlv -f- (a /? -j- i) i K/, cn designanl par n 
et n des entiers; les residus correspondants sont egaux a rh i. Si 
Ton se borne a assujettir le cliemin d’integralion a nepas passer par 
ces poles, on voit done que la fonction am u n’est definic qu’a un 
multiple pres de 27:. La fonction drm esl liolomorplie a l’intericu r 
de la bande limitee par les deux paraileles qui sonl le lieu des 
points K/ = iK f quand on fait croitre la variable rcclle l dc — co 
a -7-x. On peut done regarder am u comme une fonclion bolo- 
morphe a 1 mterieur de cette bande, qui, dans le cas ou esl 
led et plus petit erne un comnrend 1 7 a y p. rlp<? rmnniii Aq. r Aa I t^c 
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Aii reste ces resultals apparaissent encore sur i*une des for¬ 
ma Ies ('CXA . 


j dn u du = z log(cn u —- i 511 u 1 . 


La memo form ale montre que 1 'on a 

cii u — i sn u = e- Uni!! : 

d'oiu en changeant a en — it. aj out ant el ret ran chant, on deJuit 
(GIL j dm am u — sn u. cos am 11 = cnzz. 


62 i. Si Ton se replace dans ie cas oil A ' 2 est reel, eompris entre o 
eti, on voi t aisement, a Faidc des formides precedentes et de celies 
qui donnent les derivees, par rapport k a. de sn it, cn a. dn 77, que les 
fonclions As, F(Ai de Legendre se redui sent a dn a et u quand on 
y remplace o par am u. 

(Lest en realite la fonclion inverse de F(A) que Jacobi a de¬ 
signee par am u ; en d’aulres termes, il a regarde la 1 imite supe- 


rieure <2 de rintearale f c -k comnie une fonction de la valeur 11 

* Jq 

de cette integrale, et il a appele am u cetle fonclion. Dans les 
111 ernes conditions, A (am u) 11'csl autre chose que dn it. Depuis 
Jacobi, on designe par A am 77, quels que soient it et A' 2 , exac- 
tement la fonction de it que nous avoirs designee par dn a. 

En regardant a 111 a com me une fonction holomorphe de a dans 
la ban cl e definie plus haul, on apercoit immediatement les rela¬ 
tions 


1 GJI C » am (K ) — A am 1 n K ) = n - » am in — 2 n K; — am u — n 7 :, 

oil 7? est 11 n entier. 

( Hiand 77 aiigmente par valeurs reelles et que A 2 est eompris 
entre o et 1, on voit immediatement que la fonction am u augmente 
to u jours ; son signe est celui de it. 

Les expressions de sin co am 77, cos co am 77, A co am 77, au mo yen 
de sn 77, C1177, dn 77, se dec!uisent immediatement de la definition 



4 
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(325. La fonction Ef in de Jacobi csl univoque *, on voil (n° 43i2) 
quLn pent ecrire 

E 

i G 11 - * E ( u ) — ~ u -r- Z (u ); 

,~k 

!e nombre E est egal (n° 432) a / dn-'K r/«; on voil cp’il csl <:gal 

* 0 

a E. K}: c'est ie E ,j de Legendre. 

Le th core me d’addition de la fonclion £ conduit de suite au\ 
theoremes d'addition des fonctions Z(u), E (u), a savoir : 


Z a) — Z (a) .- Z ( a — a) — E ( u) - - E ( a) — E (u - a) 

_ — k~ sn z* sn a sn ( u - - <2); 


on en tire aisemenl la relation 


a 


•iZ< a) — Z(ct — a) — Z (a — u) = 


•2 A -s n <2 c n <2 d n a s n 2 u 
i — k- sn - a sn- u 


Signalons encore la fonction Q(w), introduite aussi par Jacobi 
ct deiinie par Pegalite 


<m n 


£t(u) — e 


r. 


u 

E[ u)du 


1 

e~ 


E 

K 


li¬ 


ft (in 
0 ( 0 ) 


On voit comment, dans cel ordre d’idees, s’inlroduil la fonclion 8 . 

G26. La fonction U(a,y*) de Jacobi s’exprime an inojen des 
functions Z, 0 ; cette expression s’oblienl cn appliquanL les regies 
generates d’integration, ou en integrant, entre les limites o cl u, 
les deux membres de Pegalite (a); on irouve ainsi 


•CII 5 i IK udjl) ~ uZ('k) -- - loff -— , 

V ; 2 & 0(a+ U) 

on encore, en tenant compte de la definition clc 0 (?/), 

0 ( &. q) — u E(g) -f- - log — 11 ~ZZ 3 l . 

2 *- t>( u —t~ a) 

Dans ces deux formules, la determination du iogaritlimc depend 
en general du chemin d’integration (n° SOI); il csl a peine utile 


i 


i 


f 
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lembre doit etre reel parce que le premier Test evidemment. On 
, en particulieiy 

dll 10 > II ( K. y) = KZ ( a ) “ IvE ( a » — i E. 

E expression cle W(u, a), au moyen de la fonclion Q et la defi- 
o*lion dc cette fonclion, met tent en evidence que la derivee de 
I(//,a), prise par rapport a u, s’exprime au moyen de E a): il 
:n resulte ce tlieoreme de Jacobi : 

La dcrivee cVune integrale eUiptique cle troisieme espece, 
)ar rapport a Vintegrate elliptique de premiere espece prise 
omme variable, s ex prime au moyen cV in te g rales elliptiques 
le premiere espece et cV into gr ales elliptiques de seconds es- 
)ece. 

Le tlieoreme de Fechange du par a in etre et de F argument sex- 
)rime par la for mule 

TI ( u , a) — II (a, u) = a Z (a) — a Z ( u ), 

di le second me ml) re devrait etre augmente d’un multiple de %~i 
i on laissait aux fonctions II tome leur indetermination. 

Le tlieoreme d’additioo de la fo notion 3d s’ex prime par la for- 
nule 

IT ( u, a) -- IT (' v, a ) — 11 ( u ~ v, a ) 

i . 0 (it — a) 0 ( v — a ) 0 ( u -r- v -r- a ) 

:— — IQ 0 '-----— 

‘2 a 0 ( u -+- a ) 0 ( v -h a) 0 { u — v — y) 

1 i — k- sn u sn e sn a sn (u r — a ) 

~ - loff -rr--- 

2 i -f- /r- sn it sn p sn a sn ^a v -r- *) 

1 [ 0 <r ^ 1 — k 2 sn 2 (it a) sn 2 (e -4- a)] [i — k 2 sn 2 a sn 2 (u — t- — a)] } 

4 * ( [i — k 2 sn 2 (it — a) sn 2 (c? — a)] [i — k’ 1 sn 2 a sn 2 (u — r aj] \ 

__ i ^ — Z ( a -r- it) y- Z ( y — v) ~ Z ( it -+- i K r ) — L (v ild ) 

2 ° & Z ( ci — u) — Z(a—-t>)-hZ (u — i K ') — Z(v — i IF) 

IV. — Notations de Weierstrass ( 1 i. 

627. L’integrate elliptique norm ale de premiere espece, au sens 
le Weierstrass, est 1’integrate f > oil 1 =~4jK 3 — g 2 y — g 3 : on 

Jy y/\ 
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la JenAne par J ( y, ) : cette integrate n’esL determinee qoc si 
Ton se dcnrie la valeur iniliale de yY el le chcmin d’integration, 
qui ne doit passer par an cun des points e,, e 2 , et le long du- 
quel les valeurs de \ Y se deduisent par continuation dc la valeur 
iniliale. A cause de la limite superieure, quclqiies re marques 
concern ant ce chemin sont necessaires. 

Considerons un cercle deeritde Torigine com me centre el con- 
tenant a son interieur les points e i7 e 2j e :i ; dcsignons par S la 
region exterieure an cercle, dans laquelle on rcgarde com me 
line coupure la portion de Taxe des quantiles negatives qui csl 
exterieure an cercle, en sorte que la region S est Jimitec par le 

cercle el cette coupure. Dans S, est une fonction holomorphe 
de determinee des qu’on se donne sa valeur en un point : ellc 
pent etre representee par une serie C S f entiere en ? ne 

\vyJ \/y 

eontenant que des puissances impaires de cl commcneanl par 

un terme en ( ) • Au point de S oil Ton se donne la determina- 

W f yJ 


don de \ Y, hegalite — = ( J? \~y=- j determine sans ambiguYte Ja 

valeur de ^ r, qui est des lors determinee dans touLe la region S. Si 
1 on designe par ^ ^ la serie entiere en commcnqant par 

un terme en — dont les diflerents tenues ont pour derivees, par 

rapport a r. les tenues correspondents de y? changes de 

slgne, il est clair que Ton aura 


/>«•&) 


vy,- 


que] que soit 3e chemin d’integration, pourvu cru’il nc 


sorte pas 


de S. Si la fonction pu est formee avec les invariants « c ] 

O - ” O ’> 5 


la mime region S, les egaliles pa 


ans 


■ y, p f u = — y/Y delinissenl, 


a une constante additive pres de la forme 2 /z on-I -2 A 


CD n 
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ifferer de L i\ ^-4-= J que par une constante C, puisqu'elle dob 

erifier dans S, comma la fonction , la relation — —-—• la 

onclion u ~ C — 9?} j -G j dev ant verifier 1'egaii te p n r pour 
. V }' 

e gran des valeurs de jq C est necessairement de la forme 

no) { -r 2 n’ co ; >: en d'antres ternies, u = d?, ( —L 'j est one solu- 

\\ P 

ion des equations p a — y 7 p' u = — \ \ : Louies les an ires so- 
itions s’obliennent en. ajoutaot a celle-la des multiples entiers 
es periodes. 

Ceci pose, considerons un point quelconque y Q el un cliemin 
’integration allant de ce point an point x; nous nous boroerons 
supposer, relalivement a ce cliemin, qn'il finit par resler dans la 
%ion S, a partir du point y x , par exemple, point oil Ic radical 
Y a acquis la valeur \/\,, deduite par continuation de la valeur 
onnee sj\ 0 de yY en jy. La valeur J(j* 0 , \ Y 0 ) de la fonction 
Ob \ f y^ en JKo sera definie par Fegalite 


J G'o, \/Y u } — j* 


dy 

7y 


c 1l 

/v 



(j' (n \ \ o ) ne depend nullement de la partie du cliemin d inte- 
ration qui va de y K a 1’infini, mais seulement de la portion du 
hemin qui va de y Q a y { , En on point quelconque y de cette 
or t ion de cliemin, la fonction J ( y. \ \ ) est definie par la me me 
galite, oil il fanl seulement e (Facer I’indice o; elle verifie done tout 

dj j 

t long de ce clieminI’egalite =-et peut etre regardee 


3 mme la continuation, ie long de ce cliemin, de la fonction 

i ( — ) avec laquelle elle coincide aux environs de y, . Tout le 

W rJ 

mg de ce cliemin, comme aux environs du point y,, elle veri- 
era les equations pu=y, p ! a = — \/Y , et il en sera ainsi, en 
articulier, an point j* 0 , pour lequel nous designerons par u 0 la 


deur de la fonction J{ y : \ \ ). 

Si 1’on se donne les deux entiers n et n\ et que 3’on imagine, 


CALCUL INTEGRAL. 


sans passer par aucun des poles on des zeros do ( p u, le point 
r — p u decrira dans le plan des y un certain cliemin ferine par- 
tant de i* 0 poor v revenir, en ramenant aossi le radical \/Y ? qui 
ne cesse d'etre egal a —pu, a sa valeur primitive v Y 0 . Si done 
on designe par < C) ce cliemin ferme parconru en sens inverse, et 

si I’on considere la valeur de la fonction J ( y, ) an point y {U 

online da cliemin d integration forme par le cliemin (C ) suivi de 
I’ancien chemin d’integration, cette valeur sera egale a I’ancienne 
\aleur augmentee de 2 /uo < -f- 2 Ji r 0)3 . 

En resume, la fonction J (y, \/Y ), si on la definit sculcment 
par les valeors de y et de y/Y sans sc donner le cliemin d in legra- 
tion, n’est deiinie qu’a une somme 2 ntOi -f- 2 /dco 3 de multiples de 
periodes pres; en cliangeant le cliemin d’integration, on pent 
faugmenter d’un 11 ombre quelconque de la forme 2 n 10, -|~ 2/7/103, 
ou n et n r sont des en tiers. L’ensemble de ses determinations est 
identique avec l’ensemble des solutions des equations (on u), 

P W =W p'u = — V Y. 


628 . L'integrale eliiptique norm ale de seconde espece, J ; (jk, \/ Y), 
au sens de Weierstrass, est une fonction analytique dej donl la 
y 

derivee est ‘ -• Cette condition perniet de la definir, a. une con- 
stante additive pres, comme une fonction holomorpbe dc y dans 
toute region limitee par un contour simple oil est aussi une 
ionction liolomorphe. 

Si dans la fonction Zu on remplace u par J (y, \jY ), on ob- 

tiendra une fonction de y dont la derivee sera — X ^r- > e’est-a- 
0 a a ay 

dire---. On pent done prendre pour ,F ( y, \JY) precise ment la 

lonction ^[j 1 v. yY )]. L’integrale eliiptique de seconde espece 
est ainsi deiinie par les memes elements que l’integrale de pre¬ 
miere espece: quand le chemin d’integration change, de facon que 
J* y* \ ^ * augmente de 2ruD i 4- 2/7/103, 3 '(y,\P) augmente evi- 
demmentde 2/r/ tl -~ 2 /z / r l3 . Dans la region S, la fonction J 7 (y, \/Y) 
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ne serie procedant suivant les puissances entieres de — dont les 

\ : y 

srmes aiiront pour derivees respectives les termes de ia serie 
4= ); elle commencera par im ternie en yy et ne comportera 
li cun ternie constant, puisque cette serie pent aussi bien s'obtu- 
ir en remplacant a par ( -- \ dans la serie - — — ir 

' \ y ' li Go 

u i definit 'Cu. 

On pourra poser, en general, 


J' y' Y ) 


f } X dy 

j ~7t ’ 


n clioisissant convenablemenl la conslante d’integration. 


629 . L’integrale elliplique normale de troisieme espece. an sens 
e Weierstrass, integrale que Ton design e par J ( y, \'Y : y { , \ Y { >, 
t une fonclion analytique de la variable y et d’un parametre y { . 
out la derivee par rapport a y est 

i y ; v- v/Vi i # 

X~X1 v/V* 


li Ton j remplace y, yY, y l7 y/Y, respectivement parp — p'u. 

— p' elle deviendra une fonclion de u dont la derivee, 

ar rapport a u , sera - ^ u - ‘ -- 1 • Une telle fonclion est 

11 5 a yu-pui 


lo 


*( III — u) 
iu iui 




n pourra done prendre pour J (y, y / Y; j',, \/Y t ) l’expression que 
on obtient en remplacant u et u, par J (y, \/Y ), J (y,, v/Yp dans 
>0 - * (ui ~ U 1 -u- uZit^. Cette fonclion, si meme les quantites 

& O'HZ'III 

(y, y/Y), Jf y,, v/Yp sont entierement determinees, n’est de- 
nie de cette facon qu’a un multiple pres de 2 izi, a cause de la 
r^sence du logarithme. 

Si l’on remplace, dans 1’integrale normale de troisieme espece, 
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qaantUe 

__ 2 ? t r i — rin^ ) J (j'i . \/%) — ■> i n to j 4 — it! W3) J ' ( J 1 , \/\\ ) 4 - 2/*"-*. 

630. Le the ore me de Feckange du parametre el dc rargumenl 
? exprime dans ies notations de Weierstrass par Fegalite 

— j J\ \ 7 Y , J'(jn /y) j (ru v/Yi) 4- (271 4- I)Tt/. 

Les tlieoreoies d'addition pour les integrates normales des trois 
-soeees soni contenus dans la proposition suivanlc que nous 
cm p run tons textuellement a M. Schwarz ( Formulas, etc., n° 57 ). 

Si. Fon pose 

iii — u* = « 3 , 

puis 

J\, — p tt 0 . = pill, a?2 ~ P ll 2 J «Z*;{ ~ pW ;{ . 

ro = — P'«U, JKi= — p0^1. = —JD'z^, J'3 ~ J)' l/ ;u 

on aura les eaalites 


J <.r,,pv — J — J (%z, y*), 

J ' 1 vi •-J'(a- S ,rs)= 

j . .rj.j'i: A,, j (J ) — J(^,j 2 ; /o) 


= J 


^0, Jo)— log 


I 


I 

Xl - X=2 


X\ - +• jo ^ , r-> - 1 - Vi ) \ 

jo-.ro ;r 2 —.r 0 / 


Qiacime d’elles exprime que, si Fon attribue a chacune des in¬ 
tegrales qui ligurent dans son premier me mb re Fune qiiclconque 
des Aalenrs en nombre illimite qu’elle est susceptible d’avoir, la 
so mine obtenue est egale a Fune des valeurs en nombre illimite 
que pent avoir le second membre. 
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CHAPIIRE XL 

SUBSTITUTIONS BIRAT 10 XX E LLE S DE WEIERSTRASS. 

INTEGRATION DE IT EQUATION DIFFERENTIELLE 

( ~~ ) = ci u z'* — 4 a-z"~ 6a-> z- — Lcuz-r- a-. 

\du 1 ~ 


631. Nous rappellerons d’abord quelqucs proprietes relatives a 
. forme do qua trie me degre 

RX^i. z 2 ) = a 0 z\ — 4 ciiz\ Zo -+* 6 a . 2 z'f z\ — \ci^z { — a u z$. 

I 1 ’on y fait la substitution 

-j = Aj Li -r- fJL] Zo, ^ = UZ| -r ( 'JU Z 2 . 

le devicnt 

A 0 Z}-H4A 1 Z-JZ a ^6A 2 ZfZ1^4A3Z 1 Z2^A*ZJ, 

li posant 

A 0 —— R(Aj, 1 *). 4 Ai = [J. iR), ( -r- [J -2 R) i2 , 

[ > Ao ~ ;j-i R>,2 -y *2 ui ;i-2 Rjq)., A = M Pr/-i a d ^2 Rliyx, h- Af R^ , 

4 A 3 — A 1 R[Xj ~r~ A 2 R;x,* A v = R( ;JL!, 'i . 2 ) ; 

ans ces egalites, R.^, R,^, R>y, R> m a.o R>,.? d’une part et R^, . . 

l'^. d’aulre part, designent ce que deviennent ies derivees par- 

i! dR OR d*R OZR d-R , 1 

elles -—? —* --—-5 -r- 5 -r-T quand on y remplace z { , :o par 

Oz i dz» dz{ dz L dz-2 dzl ^ J 1 1 

} , A2 011 par [Aj, |a 2 . 

Designons par H(^ 1 , z 2 ) le liessien de la forme R(^ i , s 2 ), c’est- 
-dire la forme 

11(^1^.) =^(^ 5 ^ 3 -^!,,) 

= (a Q a 2 — a\)z\~ i(a 0 a 3 — a i a 2 )zlz . 2 

-f- (a 0 ^ 4 " — 3 ^|)^f -5 1 -r- a(«i <24 — ^2 ^ 3 )-l 5 1 
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Si &':) designent les invariants de la forme R(^i, z 2 ) ? savoir 

C XLUh . 


v ' g -. 2 = 3 a} — 4 a { a 3 -7- ci 0 a<+. 

1 ^ =2aia . 2 — ciq a*a^ — a±a\ — al — ciqo' 1 , 


et si Go. G ri designent les quantites analogues formees an moyen 
des coefficients A 0 .A, de la forme transformee, on a 


Go 


Gs = if:) 3°, 


en supposanl 0 — a, lu — a 2 u. f . 
_\uiis aurons besom de Fidentite 


R Z-2) R f . Ajj /-2 - “77 (-! R>.I *+* *1 


1 44 


— -j t-’{ R),j 12 . 1 ^>2 ^1^2)“ 1 ^ 2 0 2 1 ^1-^2)'- 


On y parvient en remarquant que le premier membre, multi - 
pile par 144? nest autre chose que le determinant 


“V-s 


pii est le produit par Ao^ i 


R-: r:,-, ' 

' T-l'-i h 

„ P»l ; . 




.? r!j 0 - '.GviXoRl,-., 

~r~l} R 

• I R). ? -H2X 1 X,R), [) j 

h- R 



de la qu an Lite 

R”o Rlj I . 

1 R" 


*x? Ki 


-r-2 Z,l, 


KX: Kl 


dans cliaque determinant, 1 . 2 ^\ —O ^2 se met encore cn facteur. 
et 1 on parvient ainsi a Fidentite annoncee, qui, d’ailleurs, pour- 
rait se deduire anssi de Fidentite G 2 = »\> ?/*. 


632 . Notre but est d’integrer Fequation 


[du) ~ R( '- 3 )’ 


ou R (-) designe le polynome en 5 obtenu en remplacant dans 
R(-,. - 2 ). z, par z elz. 2 par 1 ; nous ecrirons a l’occasion R(rr, 1 ) 
pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(j) n’a pas de racines egales, et que a„ a, ne s’annulent 
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is nolle. Nous avons vu (n° o 98 ), qu’il existait one substitution 

neaire ^ = ———^ qui chang;eait .. en - ou le polvnome 

TN 0 * ~ /R(^) -A 1 “ 

= 4j :? — g 2 y — 5'3 est forme avec les invariants fondamentaux 

e la forme Pi (3); les coefficients a, J 3 , y, 3 de la substitution 

neaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de PuY) 

t d'une des racines de ce polvnome. Chercher une solution ^ de 

equation ( a ) qui, pour une valeur de u arbitrairement cboisie 

= z/ 0 , se reduise a une valeur donnee ^ 0 , tandis que sa de- 

ivee z ! se reduit a une determination donnee z' 0 de y/R(Y 0 ), re- 

ient done a trouver une solution y de Fequation 



ui pour u = u Q se reduise a la valeur y 0 correspondant a ^ 0 , 
andis que sa derivee y 1 se reduit a y ' 0 = — \/Y 0 , la determination 
ie y/Yo resultant de la determination de ^'R(Y 0 ), comme il a ete 
xplique au n° 598 . Or, la fonction pu = p(u; g 2 , ) etant 

onstruite, on pourra determiner un no mb re r 0 tel que Pon ait 
)C 0 =y 0 , pY’o —y'o ; la fonction y = p(u — u 0 -f- r 0 ) verifiera 
’equation (b) et satisfera aux conditions imposees : done la fonc- 
ion 

_ xp(u - Up ) — ft 

" “ '{P{U— u 0 -h-i> 0 )-ho 

r erifiera Fequation (a ); pour u = u 0l elle se reduira a z Q , tandis 
pie sa derivee se reduira a z 0 ; e’est evidemment la seule fonction 
malytique qui satisfasse a ces diverses conditions, lesquelles de- 
erminent les valeurs pour it = u Q de toutes les derivees de z. 
3 ’ailleurs, y Q et y\ s’expriment ra tionn elle men t au moyen de ^ 0 , 
z Q et de a, [ 3 , y, o. Le the or erne d’addition de la fonction p 
nontre, des lors, que z s’exp rime rationnellement au moyen de 
d ( u — ^0)? p r (^ ^0)? -0, ^0 ^ a ? p, 0, y ou de • • • ? ^ r » 
3t d’une racine de R(s); mais, quelle que soit cette racine, le re- 
mltat doit etre le meme; F expression finale de ^ doit done, en 
zertu de la theorie des fonctions symetriques, etre rationnelle en 
p(w — u 0 ), p’(u-— ih), a 0? a ij a - 2 > a 3, ^4; il en est evidem- 
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sur la me diode d’integration de Fequation (a) qu’il nous reste a 
developper, methode qui mettra aussi en evidence ce fail que 

_ Uq ) 9 p f ( u — u 0 ) s’expriment rationnellemcnt an mojeri 

de z. z\ z 0 , a 0 , ..., ct' n en sorte cjue les subslilulions qui cx- 
priment ^ et if en fonclion de p(u — m 0 )? P r ( u — ) sonl dcs 

substitutions birationnelles. 

Xous nous bornerons an cas ou a 0 est different de o; car, dans 
lc cas ou a & est mil, la substitution entiere du n° 598 fournit ui- 
>cineiit les substitutions birationnelles eherchees. 

033. A rant c hoi si arbitrairement une determination de \fa Q , on 

puse n = y — , afinde ramener Fequation (a) a la forme 

v " 0 * a ° 

(%i )~=/ v + 6 B 2 r 2 -+-4B3/-4 


dans iaquelle Bo, B ; ,, B* sont donnes par les formules 


B-, = 


a „— 07 


B 3 = 


2 £7 | — 3 -4- <2;$ 


B v = 


3 a \ -f* 6 a 0 a\ a 2 — 4 a$ a { 4 - a j a\ 


L'equation differedtielie en y est de la meme forme que Fequa- 

tion 

( =J"“67^a4-4jKp f a-4-9p2 a -~2j)V/, 

que Ton a obtenue au n° 430 et oil a est une constante. 

En identiliant les deux seconds membres on obtient les trois 
Equations 

B -2 - — pci, B, = p’ct, B* = 9 p 2 a — 2 p"a = 6p 2 « - 4 - g. 2 . 

Sientre ces trois equations etla relation p' 2 a = 4 p*a — g 2 pa — 

0,1 elimine d’abord pa et p'a, on obtient pour les invariants g :t 
de la lonction p les valeurs B 4 -(- 3B^, Bo B t — BJ— B, qui, coname 
on s'en assure aisement en remplacant Bo, B 3 , B /( par leurs expres¬ 
sions en lonction de ci^. ..., * coincident avec les exnre^mrm 
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deux equations 

(CXLIII,) pa = a -l—- 9 a *, p' a = ~ 3 a »~ , 

a ° CL Q s/a Q 

montrent ensuite que ia constante a est determinee, a des mul¬ 
tiples pres des periodes 2 oj, , 2 w ;3 . 

De ce que la fonction (n° 450) 

i. P'“ — 

" -2 p u — p a 


verifie Feguation differentielle en y, iL resulte done que Fequa¬ 
tion (a) ad met la solution 


d.tlla) 


1 p'u — p'a ((1 

‘is/o'q pu—pa a 0 


-[r it -- *ci ~ Z(u — a)\ — a - 

Vcto ' ' 

s/ctnp'u — ia x pa-r ct 1 a2, — a§a% 
2 a 0 p u -4- 2 ( a 0 a.i — a p 


ou les invariants g \ 2 ? g'\\ de p sont les invariants fondamentaux 
(CXL1IR) de R(j). On en deduit facilement, en utilisant la for- 
mule d’addition (CITI 5 ) 7 la relation ( 1 ) 

(CXLriV) ^rR"(-:) = ciq.z- -f- 2«i^ -f- a.1 = pu-~p(u-r~a). 


L’expression de z f s’obtient aisement en differentiant la seconde 


( ‘) Ainsi qu’on 1’a dit au n° 616, les formules (CXLIII) permettent de ramener 
une integrate elliptique quelconque a une integrale portant sur une fonction dou- 
blement periodique. Lorsque le cliemin d’integration est donne pour la variable ^ 
de Fintegralc elliptique, les difficultes relatives a la determination du cliemin 
eorrespondant pour la variable u de la fonction doublement periodique, se re¬ 
tro u vent naturellement, dans le cas general, quand on emploie la substitution 
(G\LIII 3 ); toutefois ces difficultes disparaissent quand tout est reel, coefficients 
et variables. D’ailleurs la methode actuelle offre cet avantage de ne pas exiger 
la resolution prealable de l’equation R(= 0 ; a la verite cette resolution de- 
vient necessaire quand on veut elfectuer les calculs numeriques, ne fut-ce que le 
calcul des periodes; mais les expressions auxqueiles on parvient pour 1’integrale 
elliptique, sans elfectuer la resolution de I’equation du quatrieme degre, peuvent 
ctre suffisantes, et, d’un autre cote, il est bon de rejeter a la fin tous les calculs 
numeriques, de maniere a mieux se rendre compte du degre d’approximation. 
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expression (CXJLIII :! ) de 2 et en utilisant encore la form 11 lc d’ad- 
dilion (CIII5). On Irouve ainsi (') 


l 


V ^0 


[p U — P ( U -T CL j] = 


I 

A 0 


2J3 U *4- pa 


4 \ pn — pa / J 


<j*ou. en tenant compte de Ja formule (CXLlIJj), 


CXLIII* ■ -' = - 7 = ( 2 pu - a Q z 2 — 2 a { .z —a,). 

V a Q 

La troisieme expression (CXLIII 3 ) de z esl rationnellc cn pu, 
p ’n % ^ a j, a*, tf 3 , ci /t ; la derivee s'peut done s’obtenir sous 
la me me forme. D’autre part, 1 ’equation (CXLIIL.) montreque pu 
s'exprime rationnellement au mojen de z, z r , \/a 0 , a K , . . et li¬ 
quation (CXLIII;)), resolue par rapport a p' u, monIre que p r a s’ex- 
prime anssi rationnellement au mojen de z } z r , \J ci 0 , ct K , .... Si 
done on se donne deux valeurs concordat!les z 0 , z 0 de z on peut 


nu p esl im ouuibre entier posilif que I’on peut supposcr elre eg 
. n° fi 19). La substitution (CXLIII^) donne de suite 


al a o, i, 


r zd 


J s 


~^a\u -—X lo 
/ V*o 


V^o 


pr( a -; a) 


<.ii c est une constanle arbilraire; la relation (CXLIII,) donne ensuite la sui- 
\ante 

"a^z- — 2 a Y z -i- a* , 

- — - - -- az = c — C( u a) — Cu. 

VK(-) 


r- 


r z~ d~ 

*u c <•>[ une constante arbitraire, et qui permet d’obtenir / • Les into- 

„ , ./ 0<(~) 

zr dz 


srales 


, 1 zv clz 

-> du type J ou p est un entier negatif, se ramenenl d’ailleurs, par 

J \R(-) 


le chaugement de - en L a des integrates du memo type, ou p esl posilif, mais 

oil R(- > est remplace par un autre polvnome R,(-) ayant les m ernes invariants 

que R i z). 

C'est par eette voie que I’on a obtenu les formules (CXLIV). 

! 1 ) Les valeurs de u qui annulent s’ apparaissent immediatcmenl sur la pre¬ 
miere des expressions de cette fonction : elles sont congrues (modulis ino,, :>.w 3 ) 
a a a a 

a -, - -- oj r ~ p- w 2 , — -+u 3 ; en remplacanl, dans l’expression de z, 
u par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de l’equation R(^) = 0 . 
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ielerminei, a des multiples pres des period es, la valeur corres- 
londante v 0 de u qui verifie les equations (CXLIIL_p et les ex- 

sessions de p e 0 , p' r 0 seront ralionnelles en ^ 0 . z\ r ^ a u . a ,. 

lette valeur etant determinee, si Ton remplace dans les equations 
CXLTI1 3 _ ( ), it par u — a 0 4- r u , on obtient manifestement, pour - 3 . 
ne solution de Inequation (a) qui, pour it — u Qi se red u it a 
andis que sa derivee se reduit a z 0 ; cette solution est la seule 
onction analytique qui satisfasse a ces conditions. 

En appliquant a p (it — a 0 4- r 0 ) le theoreme d'addition, on 
oil que la fonction z ainsi obtenue s’ex prime rationnellenient 
ainsi que sa derivee) an moven de p (it — z/ () ), p'(u — ?/ 0 ), £ 0 , ^4 
^ct o, ct \, .... On voit de meme, en considerant succ.essivement 
es equations (CXLHI.*) et (CXLIIFj), que p (u — u 0 4 - c 0 ), 
y f (u — u 0 4- p 0 ) et, par suite, p( u — u 0 ) 1 p'( u — u Q ) s’expriment 
ationnellement au moven de ct K , .... On voit 

ncore que Firrationnelle \/ct 0 doit disparaitre des resullats qui 
ie peuvent changer quand on y remplace \/a § par — y a 0 . Les 
ubstituitions Cfui permettent cl’exprimer z et z 1 en fonction de 
)(u — t/ {) ) 7 p r ( u — a 0 ), sonl done des substitutions biration - 
'dies, com me on l’avait an nonce. 


634. On obtiendra les resultats finaux sous line forme elegante, 
lue a Weierstrass, en procedant comme il suit : 

En reprenant les notations du n° 631, faisons, dans Fequation 
ifferentielle ( a ), 

^ _ X^-h ;jl, dz _ 0 dZ 

A 2 Z -i- (Jt-o du ( A 2 Z -+- [ju )- du * 

lie deviendra 




fdZ 
\ du 


= ^Z*- 


/ 7 


Z3- 


■6^?Z3-f-4^ 

o 2 o 2 


x 

o ' 2 


Pest une equation du meme type que Fequation ( a ). On voit de 
uile que les invariants fondamentaux du polynome du qnatrieme 
egre qui constitue le second membre de cette equation sont les 
1 ernes quantites g 2 et que pour R(g). 31 en resulte qu’elle ad- 
let la solution 

r\ 7 _ V^o p r u — s o ' 2 A ipu -T- Aj A.) — A 0 A 3 
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oil les invariants jg 2 , «* 3 cle la fonction pa sont encore les inva¬ 
riants fondamentaux de la fonction R II en resulte anssi que 
la derivee de Z est donoee par la for mule, analogue a Ja for- 

:iioIe .CXLIII, » ? 

D '-y = -L= (% 3*P U - Ao Z* - 2.4, Z - A,). 
du 5 *A„ 

On obtient tine solution j de Pequation (a) et la valeur cor- 
respondante de — en remplacant, dans ^ ^ > Z par la valcnr 

qne definit Requation (C), et, dans Tequation (D),Z par , 

dZ o dz . . ^ 

~T~ par —-;—- — : on trouve ainsi 

du 1 t — Aj ) 1 da 

V’ Ap = 2, ( Ao -3 Ai j- p ^ ( Cq -S 2 -f- 2 Gj Z -+- Co J, 

<*d l*on a pose 

Cq = A 0 [A* — 2 A] Ao IJ .0 -r- A 2 , 

Ci — — Ag ;ai ;a 2 -f- Aj (Xi a 2 — X 2 ti-i) — A 2 Xj X.>, 

Co = A(J [A"j — 2 Aj Xj [Aj —[— A 2 A f . 

Si, dans les seconds membres. on remplace A 0 , A,, A, par leurs 
\aleurs 

A,J = 7 i Of R X 2 A R), lXi H- XI R x ;), 

A1 = Ti [ }, ‘ ;xi R Xr + Ai Ra Xi) R).,)., -+- X 2 |Aj R” X J ], 

A5 = V (Al R >-f ~ 2 ft ft + Rl Rxi), 


on trouve immediatement 

c ‘=5% C «-£ R U, C^RJj, 

en sorte que 1'equation (D) peut s’ecrire sous la forme 


d) V ' A °£ =af>-.--i.)»P«-^(R* A }^ + 2 Ri iXt ,+ Rj3), 


q til 


montre, comme l’equation (CXLIII,), que p« s’exprime 


ra- 
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En ecrivant que Fexpression cle ^ ainsi obtenue x erifie Fequa- 
>n (a), en se rappelant que Fon a A 0 = R (a, , en nlilisaiH 
fin l’identite cl a n° 631, ou Fon remplace z K par z, ^ 2 par i, on 
Du ye de suite la relation 


y ( h^h- 2 h;.. 


* 1 A->*3 A[ )~J' 


- n >.i)-+- ^ ■ g>i-K)- 
^ ( R > t - 4 ^ 2 K i,/. s - *** R ).5) J' = °- 


l y a ele mis a la place de p u. C’est la relation du second degre 
' y et z qui doit (n° 441) exister entre ces deux fonctions dou- 
ment periodiques du second ordre. Nous en representerons le 
emier membre par 

F (^, y) = A^ 2 + Bg-t- C = sty* -f- r Jy 7. 

i A, B, C sont des poljnomes du second degre en y et a, [3, y 
:s poljnomes du second degre en s; les expressions explicites 
: ces poljnomes resnltent de Fequation (F). 

Les notations precedences permettent d’ecrire Fequation (cl) 
us la forme 

/Ao 5=— (2a/+ ?); 

ailleurs, en diflerentianl Fequation (F), on trouve de suite 
(2A:h-B):' + (2 ay h- (3 )y’ = o ; 
i en conclut, par Felimination de z ! , 

, = - b + /a;/ 

2 A 


3lte valeur de ^ est necessairemenl Fune des racines de Fequa- 
jn (F), consideree com me une equation du second degre en ^; 
B— v/A 0 y r 


iutre racine serail 


L’expression 


a A 

-B-i -s/^of 


2k 


ne peut differer de celle qu’on aurait 

^ 2 -4— 

' l Z par la valeur que donne 


>tenue en remplacant, dans y ^ 
iquation (G); cette derniere valeur permet d’obtenir simplement 
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de ,C'.. on suppose pit, p'u remplacds par leurs developpcments 
en serie suivant les puissances ascendanLes de i/, que 1 on sub¬ 
sume le resullat dans que Ton ordonne, cnfin, suivanl 

Ao A *4" [A o 

les puissances ascendanLes de u , on Lrouve pour Jes premiers 
term e s ___ 

_ A _j_ a 

'’~‘a 2 ‘ A§ 


pour u = o, z et z 1 se reduisent done respeclivemenl a 


/ A o 

TSU 


Ainsi 


- D y^Apjr' 
2.Vn 


est la solution de liquation (a) qui, pour 


u = o, se reduit a yA tandis 'que sa derivee se red nil a • 


635. Si, maintenant, dans les calculs precedents, on suppose a 
remplace par u — m 0 , en sorte que j, y l designenl non plus ( p u , 
p u, mais bien p(u — u 0 ), p r (u — tf 0 ) 5 si 1’on designe ensuile 
par A 0 les valeurs auxquelles on veut que sc reduisent, pour 
u = iiy. la solution ^ de l’equation (a) el sa derivee z’] si Pon pose 
a* = a 2 = i; si Pon choisit pour yAY 0 = ^/R(^ 0 ) la delcrmina¬ 
tion qui est egale a ^; si Ton designe par g 0 ), h(z^ s 0 ), ce 
que de\iennent, dans Pliypothese ou nous nous placons, les quan¬ 
tiles 


~ ( R X1 + 

( H X? ■+■ 2 + 1I X§) » 


qui figurent dans Pequation (F), ce qui revient a poser 

{ J \ / i~». *>o) :=: 2a 1 Z( j z( Z -j- ^o) -H Ct-i(z' 2 -f- \ Z -h Gf, ) 

! •+" ' la i (-o -4- z ) H- a k , 

| h(z. zP) = (a Q a . 2 — ai )^ 2 -+- i (a 0 « 3 — tf 2 )~o-(-o - 4 - - ) 

~ 6 (^0 ~T~ 'letI Cl% ‘2 Cl\ ) ( J3- -r- \ Z()Z ) 

2 c ^4 — ^2 ^3) (^ 0 - 4 -^)-+- (a 2 «4 — a$), 
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= p (a — it {) ) prenne la forme 

F ? ~o -^ — ^*d) ~ ~ — r(z, ) y = u: 

enfm, on conserve les notations A 3 2 -p B ^ -+• C, or 2 A- r ^y-p ~ 
ir en designer le premier membre, la fonclion 

_ — B — /A 0 y _ — B -4- z' Q p' ( u — */„ ) 

•2 A “ 2 A 


la solution de Fequation differentielle (a) qni, pour u — u Ul 
’eduit a z 0? tandis que sa derivee se reduit a z 0 ( 1 ). 

^’equation (cl), en tenant compte des notations actuelles, 
litre que i’on a ( 2 ) 


y = ,p (u — "o ) 


-0 Z* ~+~ r ( Z, Zp ) ' 


5t la racine de l’equation v.y- -f- ( S y q- y = o qui devient 
nie pour z = £ 0 ; Fautre racine de cette meme equation est 

pour z =z z 0 el le se red nit a —com me 

2(3 3 0 )- 

le voit en faisant z == 3 0 dans Fequation F (z, z Q , y) =. o. 


>36. Soit f(u) une fonction analjtique univoque qui verifie 
{nation ( a )•, ce sera, d’apres ce qu’on vient de voir, une fonc- 
i doublement periodique du second ordre. II est clair, d’apres 
lalyse precedente, que 1’on satisfera aux equations 


F [ 3 , 5 0 , PO — *M] = 0, 


■ B -+- z' 0 p'(u— u o) 


p(u — u o) = 


-r’'+d-. -o) 


2 A ' ^ ^ U/ 2 ( 3 - 3 0 p 

supposant 

~=f(u ), 5 0 =/(Mo), -'=/'(>), Z' 0 =f(u 0 ), 

:ela quels que soient a et w 0 * H ne fautpas oublier que A, B, G 


) Notons, en passant, Ics circonstances suivantes : p n \x 2 n’interviennent pas 
s les resultats; r(z, z 0 ), h(z, 3 0 ), pour z = 3 0 , se reduisent a R (3 0 ), H(s 0 ); 
,s Q ,y) est symetrique en 3, z 0 . 

) Cette relation est due a Weierstrass; on en deduit immediatement Fexpres- 
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r 4 

mjiiI de> fonctions entieres de :? 0 el dc j , ou il faul snpposer quo 
r (j Pst remplace par/(w 0 ) et rpar p(> — **<,); dans cc c I ai Slld 7 
nous supposerons de meme que, dans a, [3, y, on a remplace j () 
par/( u ), flu,). 

La seconde racine 

_ o )P ,( u ~~ 

1 ~ 2 A 

do fequation A:? 2 - r -B:-C=o n’est autre cliosequc/(s */ 0 — u), 
puisque cette derniere fonction salisfait a l’equalion difleren- 
iielle a . et. pour u = u Q , sereduit a j\ u 0 ), tandis que sa derivcc 
-e reduit a — f'( ); on en conclut 


ies seconds raembres sont des fonctions ralionnelles de /‘(// 0 ), 
u(w— */ 0 ). 

De meme 


pf n — u v ) = 


fiih)f(u)-+-r [/( i<o),f(u)\ 
2 t/( ">—/(« o )J 2 


est une racine de Tequation en j/, aj/“ + |3 jk 4- y == o. Si, dans 
I egalite qui precede, on change, en designant par a, b les poles 
de /«Vi. u o en a H- Z> — tf 0 , on a 


lf o — a — b) = 


-f^h)f(u) r\f( m 0 ), f(u) 1 


puisque Ton a (n° 433) 


j\a — b — «„)=/( K 0 ), 


n?/( fl + ^- « Q ) 
du^j 


= —/'(«<>); 


.P ( . w — «o ct — £) est done la seconde racine dc l’cqualion 
a d'- — h' ~ V- Pulque, pour « = « 0 , elle se reduit a — jpiA 
on voit (') que Ton a ~’ 0 ^ 


p(2u — a~ b) 


»[/(«)! 
R [/(«)! 


En supposant w 0 _ o dans les fonnules (i-5) du numero pi'ecc- 
dent. on obtient l’expression rationnellede f(u) au moyen de,pz«, 
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la relation algebrique entiere du second degre entre/(/n el 
’expression ralionnelle de p u au moyen de fiu), f(u) el 
murraen dednire Texpression ratiomielle, au moyen de f\ u'\, 
, de loule fonclion doublement periodique ay ant les memos 
des que J\ u) (n°43o). 

quation (4), en y remplacant u par a -j- u 0 , jointe a Pequa- 
5) elle-meme, fournil, an moyen des formules (GUI), diverses 
is du tlieoreme d’addition de la fonction f(u)- Le lecteur 
•a multiplier les applications en prenant pour le polvnome du 
ieme degre (on du troisieme degre), R(^) les polynomes qui 
ennent aux fonctions p, c, sn. 

I. Regardant to u jours z, z {) , z\ ;' 0 com me representanl J\ u ). 
), ), puis u el u 0 com me des variables liees par la 

on u — u o = c, ou c cst une constante, les relations 


du = du 0 , dz = /'( u)du . dz 0 = f'(uo) du 0 
issent im media Lenient celles-ci : 


dz __ dz 0 dz _ dz 0 

/Vo”7T^y 757*7 ” /Rw’ 


[{(z), y/R(s 0 ) designent les determinations des radicaux qui 
5gales a/' («)>/'(«#)• 
a, d’ailleurs, 


¥(z, z Q , pc)=o, 


y/H( z ) y/li (^0 ) -7- r(z, z 0 ) ^ 
•>(z — z 0 )- 


elalions, ou pc joue le role de constante arbitral*re, peuvent 
egardees com me des formes difle rentes de l’integrale gene- 
le Vequation differentielle d’ Euler 


dz _ dz 0 

V 7 (-30 ) 

integrate, que Ton peut aussi regard er com me obtenue par 
lination de u 0 entre les equations transcendantes 

z = f( U 0 -H c )y — f{ U o)i 

f gebrique. 
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CHAPITRE XII. 

EQUATIONS AON OI.IIVLUS I’AUTIEUOES. 


638. Si Yon eonsidere en general ime f one Lion/(.£•,, .r 2 , . r„) 

des \ariables x { , x n qu’on paisse regarder comme homo¬ 

gene el de degre v quand on regarde ccs variables comme elanl 

respectivement des degres a,, a 2 , -a„, c’est-a-dire poor la- 

quelle on ait, quel que soit A, 

( u < A v /igr 1; a™. 2 , A a -.r 2 , . .., 

on aura, par one generalisation aisee d’on theoreme classique, 

., ~ Of Of Of 

' '' ' f — 3 - 1 X 1 -f— -T- 'J-1&-2 -h. • • H- -- 

Ari dr 2 tAr w 


Les expressions de £\>, ,g 3 , r ia , c a , ... a a mo yen de to,, to :{ , 
montrent que, si Ton regarde to i5 to 3 comme do premier degre, les 
quantiles enumerees sont homogenes avec les degres respoclifs 
— 4, — 6, — 12 , — r, — 2 , . . .; elles conserveront ce meme ca- 
ractere, comme aussi leurs degres respectifs, si, an lieu de les rc- 
garder comme des fonctions de to,, to 3 on les re garde comme des 
functions de ,g 3 , pourvu que l’on re garde ces de micros va¬ 
riables comme ayant les degres —4, —6; c’est cc que nous 
ferons dans la suite, Dans ces memes conditions, si l’on regarde 
la variable u comme etant du premier degre, les fonctions 


*3), ?(m; # 0 . o ' a , £ 0a , J ap , ... 

soul homogenes ( { ) et des degres respectifs i, i,— 2 , 0 , 1 , 0 , 


^ , V./ , A , V./ , .... 


{ ) Dans le& fonctions z(v) } Ja variable v =- doit etre reirardee com mo 
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les trois premieres fonctions, par exemple, les equations 
appartiennent an type (a); ii en resulte qu’elles veri- 
des equations aux derivees partielles (Z?) que nous nous dis¬ 
ms d’ecrire. 

nous considerons deux fonctions <p et <b des seules quantiles 
• 3 , qui soient liomogenes et du degre o, ces fonctions ne de- 
ent au fond que d’une seule variable, et, par consequent, 
quelconque d’entre elles pent etre regardee com me line fonc- 
Jc 1’an Ire. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc- 
/r, /d, x, q, S(o), J(x), Lv, K/, . ... La derivee de cp, regardee 
ae function de A, sera evidemment don nee par les form u les 

do Oo f)<b do Ob 
db dg>> ‘ dg* ~~ dg 3 * dg$ 


9. Nous allons inontrer, d’apres Weiers trass ( 1 ), que la fonc- 
d(u m , «- 2 , g-,i) verific une autre equation aux derivees par- 
s que cede qui resulte de i’homogeneite. Dans ce qui suit, 
abregcr Tecriture, nous ecrirons s', ji, jd', ... au lieu de 

g-ngz), P(“'*g*>g*h -••• 01 nous 

nuerons d’employer les accents pour designer les deri\ees par 
art a a. 


1 egalant les derivees partielles, par rapport a g 2: gz des deux 
bres de [’equation p /2 = 4p> 3 — g« p — gz, on trouve de suite 
Nations 


•, 0 dp 

ap x 1- = (nip 2 
‘ du dg*> 


, dp 




, 0 dp 
Ou 0g 3 


(up 2 —^ 2 ) 


dP 
d 


O 3 


: ap 


: ‘2 J3 


»dp_ 

0g 2 

" ^ 
<)g 3 


ournissent aisement les suivantes 


d__ 

du 


[? a 


‘ P 

~ ~~7Z ? 

2 p - 


d_ 

du 


r i dji] = _ i _l • 

ip f °ozj 2 p' 2 ’ 


nnarquanl ensuite que la derivee —^ de ^ peut s ecrire 


dacons, sont du degre 0. De me me, les fonctions sn«, enu, dnu, ou la 
ile ne designe pas Ic meme u qui figure dans ptt, mais bien cette derniere 
de u divisee par v/eq— e s . 
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£i J_6^,) ou L'on peat remplacer -4 par sa valour liree dc la 

derniere des equations precedentes, on voit que Ton pent ecrire 
les trois egalites 

<> n dp_] P_ = ± [1 4p] , 

.p'4 ?jJ P ' 2 ~ du Lj)' Og, J 


I 

y- 


OU 


El 

P' 2 


«2 ^ 

6 da 


-£ ie.] _ l ± ri] 

.P' dg 3 J 6 du. Lj>' I 


Si done on considere une expression quelconque dc la lormc 
-i. f> pi, od f(p) est un polynome en p, on voil, en supposant 

jj 

eifectuee la division de f(p) par 4p 3 — g'-iP — g* el on sc rappe- 
lant que les puissances entieres et posilives dc p sonl des fono¬ 
tions lineaires de p et de ses derivees par rapport a u (n° II I), 
que -yzf(p) pent se mettre sous forme d’une expression lineairc 

, „ 0 ( i dp \ d f i dp 1 

,n p. p : p', . .. et en ^ ^ ^ , expression qu. 

'dinlegrera immediatement. Nous appliquerons cette remarcjuc a 

la derivee — An ^‘ 


P ' 2 


■ dc en mettanl cette derivec sous la forme 
P 


— f(p) et en suivant la methode precedenle, on Irouve 

L -ins- Ej JL T-L1 -4- ,2 <L[i_ , .o r , jL n I 

UU ]/ ' -2 dll Lp'J '“’ 2 ^[p' dg z \ 03 dll. [y dg,\ ’ 


d'oii. en observant que, apres fintegration, les deux membres 
doivent etre des fonctions impaires de a, en sorle quo Pintegra- 
lion n'introduit pas de constante. on deduit, apres avoir mulliplie 
par p\ 


?' = - 




4l> 


dg 2 


On integrera une seconde fois, en appliquanl au terme p r C du se¬ 
cond membre la regie ^integration par parties, on pluldt en sc 
servant de Fidentite 


(p:/=p"c +pc = p'z - p* = p'$ - i P "- ^ , 
et Ton trouvera, apres des reductions immediates, 
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l'r pas fail figurer cle constante pour la meme raison cpie Lout 
teure. Esi integrant encore une ibis, on obtient 


3 3 tfa 0 log 3 r) log: 

J 5 = 11 - - »i V5J7 


T dz> l 03 

2 5 “ u 


;ence cle constante resultant cette fois cle ce que dans les 
t membrcs, developpes suivant les puissances de u, il ne doit 
y avoir de lerme independant de u. Finalenient, a cause de la 

Lion — ji 'C' 2 = °n arrive a {’equation aux derivees par- 


t)* i •>. 2 03 03 £-i t _j _ 

1 } Out ~ 3 * * Ogs ~ la5 ' 1 Ojri V* ~ ° 


etait noire objet principal. 


— 1 

40. Ea rcmplacant, clans cette Equation, d par ^(ji — e a ) 
ormera line equation aux derivees partielles que verifiera ij, 




i’ j parvenir, on calculera d’alord la derivee seconde, par rap- 
a u, dc d a — \/,p — e a d ; on trouvera de suite 


/-- __ P'** + \i »'* - - _e!-l 3-,: 

V,P J a u — en I 4 (p— c’a) 2 '•* P e *J 


besoin de calculer aussi cc c[ue devient, par la substitution 
la quantile ^ g'i + l2 oi cette < l uan “ 
multipliee par ^ ( p — e a , est egale a 


3 S i 0f 3 ^ llfft W* ~ VP - ««) L3 ° 2 dg t ■ 03 0 fft J 

^ a(p-e«) L3° 2 dgs 

uanLile - «- 2 ^ 4- ia — figure dans l’equation(i)-, elle est 


So 
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egale a | p" Hr a J>'s - f ; les relations 

dea _ gq L)Cr J- _ 

1CXL ^ 1 ' - i-2 e| — gt ’ Oir x 


se deduisent aisement de l’equalion 4 <’■* — S - 1 '« ~ 
calcul facile donne (') 


0-2 _± I T •> rr„ - — — ..... 

3 5 s ^3 3 3 I 2 ~ 


o ( ^ c ’a ' 


o, ct un 


un n ’a plus qu’a substituer, dans le premier me ml) re de I’equa- 
tion (XCII) du nmnero precedent, prealablcment mnlliplid par 
\ p — e x , les quantites 

v/p^- (1 si ^ 


par leurs valeurs; le resultal, si l’on rcmplace d' a par ‘( a c> a , devient 

1 ()- j Od d'j 

une fonction lineaire de -p—S ~r^> ~r^ el dc d a ; le coefficient 

du 1 dg ± Og :i 

de diminue de ^ u 1 , se presente immediatement cotnim 1 une 
fonction doublement periodique de u ; celle-ci, si on la decom¬ 
pose en elements simples, se red u it a la cons tan Le e a ; on est ainsi 
parvenu a [’equation annoncee. 

Observons, en passant, que Ton deduit aisement des rela¬ 
tions (CXLVi) les suivantes 


(CXLVo) 


1 0(&) 

\ df* 


d (k-) 

dg 3 


* k~ ) U -‘A k 1 ) ( I ~h /’" ) _ C) 

i 2 k*k’*(e 1 — <?,,)» ~ 7d 77" ( ' V 

/ l 4 __ A-g 4, t 3^ 

2/d 2 /c /2 (^ I — <? 3 ) 3 8 L 


64 I. A 1 equation aux. denvees partielles ( XCII) que nous vc~ 
nons d obtenir pour la fonction d ( u.• £■•>, g :{ ) 7 adjoignons l 7 equa¬ 
tion du type ( 6 ) 


— 4g, 


dd 

df*' 




o.sr* 


( 5 ) On \oit dans tous ces calculs se presenter naLurellemenL l’operalion 


2 . 

— <T “ . 

3 02 < 


+ ,a ^5i 


Halphen a donne. clans son TmittJ rio* 


Equations aux derivees partielles. 


8r 

ui resulte de rhomogeneite, et resolvons ces deux equations par 
apport a ~~ ? ~~; nous obtenons ainsi les relations (CXLYL ). 

/equation aux derivees partielles (XCIII) obtenue au numero 
recedent pour la fonction d a (u; g.>, g^) et l’equation du t\pe 
b) que ve rifle cette meme fonction, toute pareille a ceile que 
to us venons d’ecrire pour s', fournissent de meme les relations 
CXLVL)- De meme aussi, en adjoignant a cliacune des equa- 
ions (i), ( 2 ), Fequation aux derivees partielles du type (b) rela- 
ive soit a la fonction p, soit a la fonction nous aurons deux 
jroupes d’equations du premier degre d'ou Ton pourra tirer les 
lerivees par rapport a g 2 , g :t des fonctions jp, le lecteur Iron- 
-era leurs expressions dans le Tableau de formules (CXLYl 3 _-j- 


642. Les expressions (CXLVI 3 _ 7 ) de §2, fe; ga.fg; 




~ se deduisent aisement des formules (CXLYl^o)- Les formules 


;CXLVr 8 _o), qui sont dues a M. Hermite ( 1 ), en sont une con¬ 
sequence immediate; il ne faut pas oublier toutefois, en etablis- 
sant ces formules, que si l’on designe par u l 1 argument des fonc- 
lions celui des fonctions sn, cn, dn est ii\je { — e s et depend 
done de g<± et de gv 


643. II est aise de deduirc des formules (CXLYT 3 __ 4 ) les expres¬ 
sions des derivees de to a , *% par rapport a g 2 , g^. Si, en effet, dans 
p r u et dans £ u, on remplace u par une fonction de g 2l gz, les de¬ 
rivees partielles par rapport a g 2 des fonctions ainsi obtenues 
seront evid eminent 


du 


d dp n du d dp ^ du. ^ dt _ du ^ d^ 

du dg 2 ’ ^ dg 3 ‘ du dg 3 ’ ^ dg 2 dg* ^ dg 3 dg s 


0 u. 9 • •., conservent le meme sens que dans les equa- 

dg% dgz 

tions precedentes. En supposant u = ca a , en tenant compte des 
equations (CXLVI 3 _0 et de ce que j>, p', p'\ p rf \ S se reduisent 

respectivement alors a e a , 0 , 0 , ^ a? on trouve sans peine 
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s relations ‘) 



64 g 

“ dgt 

:xlv 3 i 

r , 

h -' J 

32 C — = 9o3“x— G £V'ia> 

1 J Ogs 




m On YOU que co a , r, s , considers soil commc dcs fonclions 
de «•.„ soil com me des fonclions de gt , vcnfienl un sjstcmo d c- 
quations diOferentielles (ordinaires) lineaircs et liomogencs du 
premier ordre. Chacune de ces quantiles verific done une equa¬ 
tion differentielle (ordinaire) lineaire el homogdne du second 


, ;j De ces relations et de la formule (Mil,) on tire aisemenl les suivantes 
„ C (I “r, 3,1? A - t0 '' ~ =. - —#-> 

jui permettent, dans le cas oft g, et g, sonl reels, el siiivant que csl pos.nl 
011 negatif. de reconnaitre, en supposant g, fixe ct g., variable, dans que sens 
\arient les nombres reels et posilifs dont les derivecs par rapport a g., fipnrenl 
dans les premiers membres, et, par suite, de quelle faron varie le rectangle dcs 

periodes. 

1 e y > o ; to,, 0J 3 out le meme sens qu’au n° 590 . Le rapport on -- j lorsque 

i' eroit de 3v ^ a -P x, diminue de -h x a 1, on croil de 0 a 1, suivanl que g A c *(• 
p'jsitif ou negatif. Les valeurs limites se deduisent des expressions de x, x' au 
inoven de en remarquant que, d’une pari, g 2 etant un pen plus grand quo 
3 V 3 p. <?, est voisin de e A ou de e n */. esl voisin de 0 011 dc 1, suivanl que Ton a 
<r > 0) et, d’autre part, que, g 2 etant voisin^ de -+-cc, les racines c A sont, res- 

retirement voisines de en sorte que * est voisin dc^- I’our 

4 2 0 2 

g o = 0. on a w 3 — Joj r 

0) 5 - - i>) [ 

2“ g<o: w p w, ont le meme sens qu’au n° 5 G 5 . Le rapport ou 

x £ ‘ , lor^que croit de — oc a 3 yVn eroit de 1 a + cc, ou clecroil de 1 a o, 

xi —x' 

suivant que 1 ’on a <^>o. Pour ce qui est des valeurs limites, on les ohtiendra 
en se reportant au n° 565 et aux formules (CXX 4 ), en remanjuant, d une pari, 
que g* etant voisin de —oc, la racine reelle e 2 csl petite, land is que le coefficient 
de i est grand et positif dans e v grand et negatif dans e A , en sorte que % esl 
voisin de et, d’autre part, que, g 2 etant un peu plus petit que 3 ygl , le coc(- 
iicient de i est petit dans e l et dans e 3J en sorte que le coefficient dc i dans v. est 
tres grand et negatif ou positif suivant que Pon a g A > o. Le rapport considcre 

est egal a \'3 ou a — j pour g* = 0, suivant que g 3 est positif ou negatif, comme 
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rclre. Le caraclcre cle ccs equations et la propriele de leurs coef- 
cients d’etre des fonclions algebricjues de g 2 , g ni ne sont pas al- 
eres si, d’unc part, on change de variable independante, la nou- 
elle variable elanl lice al gebri quern enl a o\>, g%, et si, d’autre 
►ai't, on multiplie soit o> a , soil r la , par une fonclion algebrique 
ie g 2l ga- En multi pliant ainsi <o a , r ia par des fonclions algebrique? 
lomogrnes de g 2 , g :i qui soient respectivcment des degres — i, i, 
it en prenant pour variable independante une fonction algebrique 
lomogene x de g 2 , g :) qui soil de cleg-re o, on voil que les fonc- 
ions A, B cle degre o, qui remplacent co a , r ja , verifieront un svs- 
.eme d’equalions differentielles lineaires (ordinaires) du premier 
3 rd re de la forme 

d\ dn 

S = PA + QB ’ 55 = ba + sb ’ 

oii p, o, R, s sonl des fonclions al gebri que s de la seule variable x, 
omme le nionlrc im media lenient la consideration de i'homoffe- 

o 

neile. Cbacune de ccs fonotions A, B verifiera une equation clif- 
ferenlicllc lineairc (ordinaire) du second ordre. 

Les renscignemenls qui precedent et la remarque que bon a 
faite an n° 638 suffiscnl pour former les equations de cette nature. 
Pour x /c 2 , A = K, B = E, on oblient ainsi les relations lineaires 

(CXLY/,); des relations analogues pour —s’en deduisenl 

par le ebangement de A' 2 en // 2 . On retro uve de cette fa con l’e- 
qnation du second ordre (CXLV 5 ) que verifient K et K', equation 
(jui a joue un role capital dans le Gliapitre VII, el, d’autre part, 
l’cqualion (GXLV.;) que verifie E; celle que verifie E' s’en deduit 
aisemcnl. Si 1’on pose 

A = i* = a“3 c = —By”' 3 *" (y — i)“ , 

io;i a v/3 

on ob lien l de me me les relations (CXLV c _ 7 ) • 1 equation que ve¬ 
rifie A est due a M. Bruns. 

645. Les equations (XGU) du n° 040 permettent evidemment 
d’obtenir les derivecs des quantiles g 2 , gs par rapport a o) j , io 3 , et 
Ton pourra ensuile r cm placer les system es d’equations ou figurent 
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oil fi^urent les derivees par rapport a u, co l7 to 3 . Pour los (ono¬ 
tions homogenes et de degre o, on pourra inLrodu ire, an lieu (les 

deux variables to,, w 3 , la variable unique— ct l’on prevoil 

ainsi le lien des equations (XC1T), (XCIIT) que verifienl les func¬ 
tions d. d % , avec ^equation 


XCIII } 


0^5 

Ov' 2 


.05 


= o 


du n° 166 que verifient les quatre fonctions S’. 


646. Liquation aux derivees partielles oblcnue pour la fonc- 
tion gt jouit de proprietes importantes ( j ) sur lcsquellcs nous no 
nous arreterons pas. Nous nous contenlerons d’indiquer Pus age 
commode qu’on en peut faire pour obtenir les coefficients du dc- 
veloppement en serie entiere de la fonction da. 

Coiiime d(u] g 2 , g$) est line fonction (transccndantc) entiere 
de u. g 2 , g 3 son developpement est de la forme 


ou a. j, Y sont des entiers positifs ou mils; les coefficients oni 

des valeurs purement numeriques qui dependent de ces entiers. 
De ce que la fonction d(u; g. 2: g%) esl homogenc et de degre i, on 
deduit, en lui appliquant la formule (6), que les Lrois indices a, 
3, d\m meme coefficient c a ,p jT sont necessairemcnt lies par la 
relation — 4 y - — 6 3 4 - y— i = o; il en re suite que, si Ton met 
le developpement cherche sous la forme 

; (‘2V -j- I ) ! 

V — 0 

et si, pour la commodite des calculs ultericurs, on met A v qui est 
une fonction entiere de g 2l g z sous la forme 




oil ct m a est un coefficient purement nuineriqne, m et u sont des 
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'iitiers posilifs ou mils qui verifient la condition 2 m - 4 - 3 /? = v. 
^equation (3) fournit d’ailleurs iminediatement, pour le calcul 
Ies polynomes A v , la relation 


A v = 


^Ay-l 

4^2 


9. „ t)A v _! ( V I ) (‘2 V — I ) 

dgz 0 &lAv - 4 


[ui, sachant quc Ton a (IX,) A 0 = 1 , A, = 0 , permet de calculer 
isement ces polynomes; en y faisant 

^ = air ’ *>=--{’ 

lie prend la forme 11 n pen plus simple 


A v = r ^ 16a?- ,A, M ; 

Oj? dy ;j 

n pent aussi se servir de la relation 


(-Lfn,n — ( nl *+■ 1 ) tt/u-bl, fi—l “i _ "+" l ) a /n—2, n-hl 

— i (2 m -i- 3 n — i) (4 ni tin — i)a /rt _i, H , 


[ui en est une consequence immediate. On retrouve ainsi les 
iombres qui figurent an Tableau (XCII), nombres deja obte- 
i u s ( 1 ) au n° 407 par mi procede mo ins rapide. 

L’equation aux derivees partielles (XCIII) permet de meme 
I’oblenir les coefficients du developpement de d a u. II convient 
oulefoi's de l’ecrire autrement en y faisant figurer la derivee par- 
iellc Dans l’equation en vis a gee les derivees partielles sont 

^ e 0 L . ■ T> 

irises en regardant comme une fonction de u, g 2 , gz ; si 1 on 
egarde commc une fonction de u, g 2 , gz, on devra tenir 
ompte de ce cjue e a est lui-meme une fonction de g 2 , gz, et Ton 

ura, en designanl par (<^) ^ es derivees partielles 

le 3 * a , prises dans cette nouvelle hypolhese, 



(1) Oil irouvera dans les Formulas, etc., de U. Schwarz les coefficients a m ^ 
our Louies les valeurs de m, n telles que Ton ait 2m -+- on £ 17; les quantises 
o 1 1. • ^ _ „ «« flAncowant nnl-nlions. les 
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En remplacant dans Fequation (XGHI) cl cn sc 1 appelant epic 
la quantite | + ng t ~ cstegale a | (<><’£ — A r ->), <>.1 irouvc 
Fequation 



est une serie entiere en m dont les coefficients sont des poly- 
nomes en g 2 , e a qui peuvent etre ramenes a no conlcnir 
qiFau second degre, an moyen de Fequation /\ <> a - g :l : ()y 
en sorte que Ton pent poser 


-/(V) <r>n ,r>l 


"■J- = ( A v'+ B v e a -r C v e*) —^> Av - ^ ' 

V =0 

(•> ni -i- 3 n ~ v), 

Bv=2 »? c v= 2 c -,«■<' a'; 

f a /n -T- 3 n = v -r 1 ), (2 /n -1- 3 n — v -i- •> ); 


oil a'/ nnl bm,m c m,n sont des coefficients pure in cut numeriques 
comme il resulte de Phomogeneite. On Irouve sans peine, an moyen 
de Fequation precedence, les relations 


V_ c,A v-i . rfA v _ t 2 7 „ r (V — I)(«v — :s) v 


B - ~ • 2 -■? dB v~> . '* „ p _A (v — !)(•<>/ — :() 

' -»* • 5°* * gi ■ I2 »^v-,-Av-, f) — 

C v = r. ?1 - C, ':i J .ni^ + ^ B (v-,)(av--i) 

" 3 0g z 6 


A'sBv-s. 


qui, sachant que Fon a (XI 7 ), 

A l( = i, Bo = o. G 0 = o; Aj = o, Bi ~~ — i. (<> } 


permettent aisement le calcul des poljnonies A v , B v , C v . 
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tableau des fohmules 


xcr. 


Developpements dc pu e , dc ,, 7V ;, V 


“ 2 +c 3 


1 C ~ 

u 3 


.«=-;; tt3_.fi... c ; 


c i H-r r „!<•- 

«S-- * W 7- - >'r 


> /* | 


//-'■ l -(- . . . . 


Co =-£r_. , ,, __ o 3 

->A 5 ’ Cs - ‘ 


c — 


2 - 7 

rr 9 
* :1 


*2 . 3. .5 2 


-** 7 • i i ’ 


‘^.3.53.13 ‘ TTTT^ ’ ^7 =: _ 

“ •' t16 • > ** > * J. :V-. 7.1, 


c 8 == 


‘^ 8 . 3.53.13. ,r; 
^ _ 2 9 ^3 ^3 


7 2 *n.i3. i 7 * 


08 -73 p- , T _ <1 “f- —--—__ 

- -J -..n.u.ig a«. 7 ».i3. 


'9 


c 10 = 


‘2 9 .3 2 . 5 5 1 3. r 


*11 : 


7 a».3.5.7rr,s.T:j. 1 7 

89£|^3 


3. 




c 12 = . 




2".3».55.i3*.'i7 : THTT^tIs--—. 1 - 

’ ^ ' ^ I (2 /’ -j- j ) r — 3 fz* „ 

J r 3 t'=2 A- 2 H-C 3 , 

■< ••• 1 < r-i>( 2 j J)()ur /’ 3 


XCII. 

Developpement de * u en sdrie. 


«-a s £Ua : 


, Hi . a « 3 

/•' 9 : 


, 9c- 

0u - 3^d?:~ lu o 0 '3 


^ ^ . 1 ///. -I- 


Os’ j 

dgl H ~ ^V “ o. 


C>/i i- 

( 4 m H~ ()/T-i 






tableau des formules 


XGI1 (S 


In posanl 
a 

t o 

A v - 

'-tm,n = (»* -t I 



A" 2 “ 2 r, 

=y, 

OA v_ 1 

, , <M V . . 

(v — r ) (2v 

()jp 



0 1 

J , // —1 H- i () ( n 

1 ) a m—2 ,/z+i 



h- 3 /?. — Ij (4 m 


X A v _ 2 ; 


1 ) a rn—\,n- 


A;; = — 18 ,^ 2 ^;]. A ( ; = ^ 0-3 f ^2 4 5r3 

g *2 2 ^^3, A 7 = - 

•2 


J’ ^0,1= — I, rt 3 , 0 = — 32 , <7,^ = _ 2> *» s 

a ~' 1 ~~ >"* l a M = 3. [ 07 , 2 = ti 3 .‘3.2.3 I 

■ > . 2 . >ii, r/ ( . .. _ ., 7 i [>, _ (> ,, * J J? 

• • >• ••*!. <i s , s - a*.33.5.53|. 

I' 7 ' 1 ’ 1 : " ■ {a -- r <- , -*o8o7, "i,.-i = a 3 . 3 .a 2 . 3 i], 

K# - :i=.3,3.5»3, « 3)S = ,.'>.3 2 .3.3 7 . ,C 7) « 4>t = a .. 3 .5*.3.]. 

XCIJi. 

Dcvdoppemct de a‘ a u en serie. 


<1,1 = — 1. j. 


<1,2 = - . j.2i I, 


J a 11 H »v e a ~t“ Gv <?J) j 

v 0 ^ " v ) • 


2 ,„•> '*« 

3 (I"’* 


^a-r- — A‘2^“ Jo a zz: 0 . 


VoL - | > A , - <>> A„ = £?, A. = — *?, 

- A„^ A . = 

- ‘ •>/* 1 2° j 

°> »*•=«, = R- 3.i3<jT» 

2“ * >>2 7 

■ - Ar > |! « -- ft , u,_ 3 ' 3 2oif! 3.7.113^1 _ 


"-ty 5 > H 6 - 21 ziis£ 3 , R._ 3 3 - 4 oif| 3.7.113^8 

•i* + ^ > 

(; S~ — 3, Gn — 0 , C 4 = - 3 -- 7 ^. 


;! : ’.') ,A':i 


? (I,; : 


.>•*. it 






CALCUL INTEGRAL. 


XC1II (suite). 


n, = i-u 


= 1 ^ 


<tA v _, 

•>, 

dA v -t 

(v — 

l)(2V 

zA> q-1 A v 

Op-.2 

~ s ’2 
j 



6 


y B v -i 

2 0-2 

dB v _, 

(v- 

r)( 2 v 

zzD „,B V 

Opi 

0 £> 2 
J 

^3 


6 

O 2 V —: 

3 C v __i 


^Cy-j 

__ (v-- 

1 ) r 2 v 

*“ ^ o-.,Gv * 

dp* 

3 2 



G 

0 2 a-^v—: 


t G v _ t 


2Bv_i H ~ 77 s - Gv “ 1 — Av - *• 


r r . ^ , . r ,,, . <? 2 Sr((>|T) I . 03 (v I 7 ) 

Les q u at re tonctions 3 venfient I equation-—- = 47c/.-~ 


XCIY. 

Developpement cle <J\s>(u : u 0 ) en serie. 


■■■} 


, 3{ ll-r- ll 0 ) Y [ u~ U- K U't 

-U ii. u» ) ~ —— - e~ u ^ u o = - a 0 ~f- w H- a* — r ~h oc; { —- 

^ s'Ho u L 2 ! 3! " /?,! 

a„ ~i. at=o. a 2 = — pz; 0 , a 3 = — p'M 0 , a 4 = — 3 p 2 u 0 H- j p», a ;; — — -j.p Wq p' W|) 

2 f> _ — Wo -_^ 2 p Z/o _i_ o- 35 a 7 — — 3p 2 ^ 0 p n 0 — :>^ 2 p u {) ; 


7 


" — -> pit 0 2 Co 

- a /z — --r a /; _ 2 7 -“7T7 *n-i 


~ li. 


J. n — •>>! ,, “ 2 1 (/i — 4 )! 5 


2 c r 


ini Eon a ri - et ou 


c 2 , c 3 , ..e r sont clonnes par Ie Tableau (XCl). 


xcv. 

Developpement en series des solutions y de l’equation ditlercnlielle 

fdvV- , 

-j = a r + by*-+-c. 


y = /i |jf 4- A' 0 » ~ 4 - A«) £+... + A*," 1 


_« 2 «+i "I 

0 (2/i -+-1)! 1 ‘ * ' J 


et, en supposant a b 4- c = 0, 


K » i — (A^‘> — A't.) £ +...+ (A<«> + A<*!,+. • .-t- A<«>) 4-.... 

* >.n\ 

=ont des solutions de 1’equation differentiae, si l’on prend pour les coefli- 
eient> A les valeurs qui suivent. 



TABLEAU DES FORJIULES. 


9 ' 


XCY (suite). 


'x l; = >-a, A'„ l, = 6; 

< s *> = s*. 3 .a s , A 1 , 21 = >:-. r iab, A' 0 2 > = b'-— iK’iac: 

( 3 ) — 2 /f . 3 2 .5 a z % A l 2 3} = 2 3 . 3 . 5 .7« 2 

> — 2 . 7 . 1 3 a& 2 -+- a 3 . 3 2 .7 a 2 c, A ( 0 3 } = b z a 2 . 3 . 15 abc : 

( , 4) = a". 3 -. 5 .7 a'*-, A l 3 4J = a 6 . 3 3 . 5 .7 a 3 6, 

, 2 4} — a 4 . 3 - .7.23 «* 2 Z> 2 -+- a 6 . 3 4 .7<a 3 c, 

— a 3 . 5 .1 [ ab z -h a 5 . 3 3 . 5 2 a 2 6 c, A ( 0 4) = b i 'T-‘i*S 2 .ijab~c- 7 -i’*S i .~f(“C i 

{ f ] = a 8 . 3 4 .a 2 .7 a 5 , A ( 4 3) = 2 7 . 3 3 . V 2 . 7 •11 ct k b, 

(5) _ 2 5 . 3 3 . ).7. [ 1 2 a 3 b - a 7 . 3 4 . 5 .7.1 [ ct * c, 
y> 5 = a 4 .3 . . i r. 227 <2 2 & 3 -i- 2 6 . 3 4 . 5 .11 .1 3 a z be , 

\ 5) — 2. r i 2 . G 1 ab 4 -j- a 4 . 3 3 .11.1 3 tj a ' 2 b ' 2 c -F a 3 . 3 3 .7. 11 2 ft 3 c 2 . 

3 0 5) = b» - 1- 2 3 . 3 . 46 i ab 2, c -T- a 4 . 3 3 . 3 07 ct~ be ' 2 ; 

J 6 6) = 2 10 .3 3 .5 2 .7.11 A 1 - 61 = a 9 . 3 4 .5 2 .7.11. i 3 <a 3 6 , 

},f ) == a 9 .3 5 .5.7.11.1 3 a* c -b a 7 . 3 3 . 5 .7.11.1 3.43 a !l b 2 , 

1 = a 8 .3 4 . 3 .11. 13 . j 3 eft be ~i- 2°. 3 2 . 5 . 11.1 3 .479 b z , 
js) — 2 6 . 3 4 . 7 3 .n.r 3« 3 6 2 c-i- a 7 . 3 4 .7.11.13. a 3 . 3 .7.1 i.i 3 . 63 i a~b\ 

^o) _ 2 5 . 3 2 . 3 . 7 . i 3 . [37 a~b z c -4- 2 G .3 3 .5.7.1 3 . io 3 « 3 6 c 2 -+- a 2 . >.7.i >.73 cib\ 
l ig) = b G —2 2 . 3 .19 2 .a3<2^ 4 c -4- a 4 . 3 3 .19• 499 ^ 6 - 3 4 * 7 - 1 

L («+i) = (2 r — i)‘2raAi"\ -I- (ar -f- if-b -4- (ar-+- 2) (ar-- 3 )cA '/| ) 1 

(r — o, r, ..., n *4- i): 

A*/ 2) = o pour v < 0 et pour r > n. 


y = ?„»(«)• 

A = ;««(»)- 

r = i ?r ( u) - 

y = snu. j y — cn u. \ 

y= dnw. 

[ 

3e a 

«a—ep)(«a—«y' 

(e«— «p)(e«— e y) 
3 fa 

I 

U5 

t » 1 

* 

\ 

k' 1 

— 1 — k- 

\ 

i 

-r- 

l-/.' 2 

1 

-- i 

2 - k- 

k~ — i 
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CALCUL INTEGRAL. 


XCVJ. 


J cdeurs pour u = o clcs derivees de sn u. cn dm/. 

sn '(oJ = r, — sn /,; (o) = 1 -h/d, suW(o)- i h- i4/^ H -/9 ? 
sn ( o) ™ i —}- i j 5 fc~ -+■13 ) Ji"* -+- 'Id, 
sn (IX ' ('0 I = I -r- iTiS/d-h 5478 Id -+- I 228 /•<*-+- Id, 
sn 11 ( 0 1 = i -f- 11069 A' 2 -!- 166826 /9 h- i (> 5 «S _x(i /: (; h- i 1 o(>(> X s -1- /•io j 
sn ' WXI - (°) = 1 H- 9964 a A* 2 +4494351 Id i 3r8o268/*« 

*+■ 4494 3 5 1 /d 99642/P (> 412^ 

— ?n n 4 o; = 1 ~ 896808 Id ~h 116294673/:* -4- 8.3468717<)/-fi 

+ 804687179/'8 h- j 16294670/i ,1() ~h 896803/i’ 12 -1- fd !i . 


™"( 0 i = - 1 , cn«v)(o) = (_ ,)V[ I + A (v )/,-2 h _ aivi/,, a m ( ^ ( 

= - *», cin«v) (0J = ( _.)v[a^/^+ A ;; ia-'. +... Av r»-> / 4 vj 


-V 

-V 


A ‘i 3) = 44, A!, 3) - | (i ; 


Aii 1 ' = i; A' 1 2> = 4; 

A«' = 4 o8 , A!,’') = 9 ,a, A(,<) .= (i.{ ; 

Ai*-‘ = 3688, A</> = 3 o 7 68, A< 3 > = ]5Ko8; ’a< = >-.,),;- 

= m,a, A«/) = 870640, A^ s ) = i5385fio, A- s «.= a5 «, 3a 8, A<^J 10 , 4 
-298932, AS,-J=m 9 45 o 56, A<’)= ,06928008, Al 7) = G5oo88<)G, 
At 71 = 4180992, A' b 71 = 4096. 


sn (u, /•) = 


r 


2 


V ’ (<?i — e 3 ) 2? Oj — e s y<i 
e i ~esT- = 3 —* s -+-i). 


f -+- /d 


(< 2 i— e 3 ) 3 

o -3 __ „ rr 2 

--- = _g_ g_ * 3 __ ,,,,, 

(Ci —C S )6 16(^ — 453)6 “ 4 A ' 

y = A (* ~ /.-A-'3) 3 _ 4 „3 

, ' 7 ’ j -~x 


— (I -1- /.- ) ( 2 — /■* ) (I — •>, X -2 


27 k'*k’: 


10 ( 7 . 


XCVII. 

des ^ iumcel 


3 1 p'« = p. a _^.. 


2W P l,,) (a) = p3 u . 


t\v u - 


hP 1 " , (>0 = p*K_ 


p —f- 



TABLEAU DES F0R5IULES. 


9 > 


XCVII (suite). 

~i ,P tv 11 " ( f) - ,P 5 " - .)>'" — —: ,p 2 u ~ ,1 


p u — 


p (x) (U) — ,p r> If — — r ,P V a — p3 


>. ) 

, 3 . T C) o *. 2 r-;. 


v/ <*"> O q v ( S •) ^ 

77 p 11 ^ jrpf 2 " 




■r» 


• >• 7 • 1 1 2 A 7 . 11 3.3-. ii ’ 

A':} , 


-.77 ,P (XI ° ( " ) = ,P 7 It ~~ ~r~7 P 3 W — ^ J3* K -f- p3 

V|_ 7Al 


u 


P 2 tt 


>P 2 . 7 . 1 3 2 g .:V 2 .i‘ 


P « 


. I I 

— 2 9 - 17.^1 ":? 

2 t; . 3 . 5 ' 2 .;. 11 . 13 


p(viv) ( /, ) — p 8 K - ‘Jll pfi 


2 £'\ fo-~ 

~ p*> u - p 3 lL _ r ,7 \ p v u 

> 7 ‘>P. >. > 2 


, , ( > 7^-1 \ 

X 77 X 7 *’ “^ XX^XT - X X.Ac; J ’ >2 " 

<> 1 * 1^3 

iTOTTTTrP"- 


A* _ 

2 s . ) . >\ I'j 2 v . 5.7 2 . I l. 


XCVJII. 


Les 

ir\ 

du) 


doriveils d’ortlrc pair des solutions y dc 1 ’equation differentielle 
2 

= ay'* ~h by- ■+• c s’cxpriment par la formulc 


d^y 

du 


A^y h~ A ( { l1 y 3 + \ ( 2 ' l1 ys .. 4- A \l l) y~ n ~P 


i les coefficients A[/ n , A ( / l) , A ( 2 ;,) ...A$f 5 sont donnes par le Tableau (XCY). 


<?ao( tt') — 3 6c£^ao( tt ) -+- ^^ao ^^ 

?oa(") = 3 e a £oaOj-+- ^>4 — »»«(“); 

lp T ( “)= 3e a ?prO) ■+■ 2 ( e r — c ajsj^ T (w)> 

oO) = (45 4 — 3 ^ 2 )?ao (20 + 6o «a £*o( K ) + ?4 &>(“)> 

t («) = (45 4 — 3,5' a )5oa(«)+n(8«a-*- 01 ) -I- |(i 9 -el— 42 ) 2 ?Sx(«)> 

(.(“) = (454 — 3<gj)i;p Y («) + 6 oe a (e y — e a ) l^ y (i«; -+- ' 4 (e r — ? a ) 2 i;?,.'")- 
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fiALCUL INTEGRAL. 


XCYIII (siutk). 

sn' f u = -(i + X' 2 ) sn u 4~ •> k' 2 sn :i it, 
cn" u = ( 2 X * 2 — \) on it — it 2 oi i ’ it, 
cl n" u = (i — k ' 1 ) d n u — i < 1 n :5 u ; 
sn ! ' u — (i -i- 1 .| k~ -+- k h ) sn a — >.ok 1 (i -i- X 2 ) sir u -jJ X •* sn :i it, 
rn 1 ' it -= (i — iG k 1 H -16 t) on u -i- 2 oX ,2 (i — •>. k 1 ) en ;{ u !- ■> { X * cu H u 7 
dn n u = (iG— iG/o 2 -r X 4 ) dn u 2 o(X 2 — ■-> j dn :i // •-> \ dn ;i it. 


< 1 ) 

. 2 ) 

i ’]) 

' I) 


f 'J I 

•<>; 

1 ;) 


1C. 


a fJL f.O I ~ ‘.>.V (')■; 

-;r 


y 3(liu) = (— [)«"—! <f u 

n l(nn ) = ^ £(« — <2(j,,v) ~ /i( // - 

([X, VI 

?i*-p(nu) = ^,P(« — "(V')’ 



OX, V) 




(n — "txrj 
^ <2ix, v 


<|X,V] 



;x, v) 

( u = o. i, 2 , ..., n — i ; v = o, i, 2 , ..., n — i): 


^( 2 „ } = a3 -tt £<i?iZLf 0 0 '< .«) YY'-A ' 1 , 

G" (.0 j G 0 ) 2 G 0 );} 

2 r ( 2 U ) = lu -U r ( J, — to,) + £ ( a — CO, ) H- £ ( „ — " i% ), 
-ip! - “ ) J 1 ^ “ r ‘ P C ^ w j) -f- J) ( Li - Wl) -j- ]) ( ft - CO;, ). 


c. 

Zu — C(u -ha)-hta = ; ox (rt) % M (u) £ a0 (i/ -t-«) i- cj^O) ? ra («), 

, , , ) «‘ l( — Sx(«- ! -fl)-K 5l a = (e x —<’ 1 3 )t„fi(fl - )f= ra (ii)^ Ya (;, + </) — f y0 («)j 

i '"■ w w^TaJ-rJa = ijai>( a ) £ao(&) -WOj 

i ?:«)(“) ?£io(K-t-«) = ^o(a) £voO) — ?oio(«)^-o(" -I- «), 

, , 2) ) <e p~ e 2 );ux(«) ;ya(!« + a) = i|3o(«) tp a (ii) — iiaoC'O ciflaO -+- «)■ 

j iea-e?)S r2 («;5 y p(« -r- a) = ( ea _ Cy ) 5p r («) Sp a (, 0 

v ( c , — Say(^) Saj3(« H~ «). 




TABLEAU DES FORMULES. 


Cl. 


( u ) -+- Z ( a) — Z ( zz 4- a ) = k~ sn a s n zz sn (zz — cz) 

/l 2 SII Z"Z <; j] f( 

~~ "71^“ ( Cl1 " “ <‘iw/ c.n (zz + «)] ^ — [doa — dnzzdn(zz -- a)]: 

sna cn zz dn ( zz -b a) = dna sn(zz -b tt) — cn a sn zz, 

cn ft cn u dn ( zz -b ti)~~ dn a dn u c n(u -r- a ) ~h k'- snci sn zz. 

<ln tt cn zz sn(zz -b a) = siwz dn(zz -4- a) ~ sn zz cn(zz -b a), 

/ - cn a cn zz cn ( zz -4- zz) = d n a d n zz d n (zz -b «) - - /r' 2 ; 

,« , x . sn (zz -b zz) r 

— A 2 sn zz sn zz sn (u ~b a) = /d t [ c n (zz -b a) — cn a cn it ] 

sn(zz ~b zz) 

— -- d n (it ~ a) — d n a d an , 

(Ml (ll -h ft) ' J 

sn (u »h a) cn a d n u = dn (zz -b a) sn zz -r- cn (zz -b a) sn a, 

cn (zz -h a) cn a d n a = dn (zz -+- a) cn it. d n a — k'~ sn (zz-b ci) sn a. 

dn (it -b zz) cn a sn u — sn (zz -b a) dn it — sn a cn u. 


CII. 

i Z'(n^~ — 5 * (o) . 27: ~ y~-■^•y t H-33.ya 

| ( ^ 4 K* (o) " K 3 I 


H - /.' 3 


T JI 


J K/z?!— Z? 3 

I -I- X ' 2 , r /3 


‘2 q -b 2 q 4 — 2 q <J b- . . . 
E 

K' 

E' 


1 K 1 ’ 


zK'/ e i — c ;i 
EK'-hE'K —KK' = 

2 

X' 2 sn 2 zz = Z'(o) — Z'(zz), Z\K) = Z'(o) — X 2 , 


7 r// 4 1 . t) ( a — tt) 

dit = zz L ( z) -+- - loii' -: 

a sn 2 u 2 " 0 ( y. -f- n ) 


/ E 

E (u) = j dn 2 zz z/zz — ” zz-4-Z (zz) 

* '0 

r n k~ sn a cna dn a sn 2 u 

I - /l- Sll 3 

r u 

am u= dn zz r/zz. co am u = am ( K — zz), 

0 

sin am 11 = sn zz, cos am u = cn zz, A am zz = dn zz, 
am(/iK) = n — ? am (zz 2 zz Iv) — am zz zzt : 3 am( it) = anizz. 


CII (some). 


&u 

• i Z i a ■ = -— 


i s) 


6 u 2 K - / ft 
' J ,f ( 2 K 


M 2 K/ N ft / , ff :j /k) ,, //•» 

Z (o) - — 2 l<- 7 ,- -!- <S /•- ( / --I- I ) 


' /* K 

E = E (K) = / <in 2 (ft, / ) t//f, 

«-M) 

' /* ,v ’ 

E'=E(K') = / du2( w ,//)^, 

«-M) 

ri(K, a) = KZ(a) = K El'a) — 2 K : 


| £(ff) = e -/0 


E («) ___ - g « 2 0 ( ft ) 

~ e - efo)* 


I E(u ) — ~ , H (a) = ft E( a) -i- -- lo^; - ^ ^ 


w) 


J( f/ 4 • 2 ) 


cur. 

For mules d’addition de ‘Qu el pa. 


- 2 i 


• y ) 


4) 


1 > t 


t(u±: a) — 


p'ff 4= p'tf 

p it, — 


p(u it a) — p u - 


f d [p'lt .:r p'rt 

2 da j) u — pa 


| t(u -T ci)-~- Z(u — a) — 2 1 u — ~ ~ , 

1 ' j) a — pa 

I :_(u-a)-r(u-a)-->.t;a =r=-PlL_ ; 

p ft — p a 

l p(« + a) + p(«-a)-api, = , 

; 1 (pit — pa )- 

I p( zt4- a) — p(u — a) = — -JU t LlL — ; 

(P“ —P<0 2 

l 1 P 11 ~~ ?' a __ [p( ft 4 - a) — p tt ] [p u ~ pa | -j- l p" l( 

! 2 pzt-pa p'“ .. 

j __ [,P (u -4 a) — pg ] [ j ) a — p ^ j J. p'Vt . 

' p '<2 " " ’ ’ 

p (zt =h a) = (P 4- p <%) (2 p u p a j- # 2 ) — q- :} zp }V u p’ a _ 
2(pu — pa)* 

P(a±a)~i~ pu-i~pa~ 1 P a ] 2 . 

4 L P M-paJ ’ 





(i 3 ) 


Cm (suite). 


l«) 


(7) 


l«) 


p(u «)pO — <t) 


(pupa-h^j + ff 3 (pu-L-pa) 


(pu — pa)* 


P(»" ) = “ 

p(a -i- b) 
pa 

p* 

pu p'a 
pa p'a 
p b p’ b 


r p - u 

•>pn 4 - - —p- = 

4 P 2 " 


- p'(a 4 - b) 
p’a 

P’b 


P 2 11 ‘ 


PU 


p 2 U 


9 .<f(a — b)(j(u — a) 3(11 — b) 3 (a - 4 - a 4- b) m 
3 <2 s' 3 Z> cf 3 5 


(<)) 


( 10) 


00 


0 ») 


p r a — p 7 b __ p 7 b — p'r _ p 7 c — p'a 

( p a — p b pb — pc p c — p a 

pbp'c — p c p' b _ p c p 7 ci —• pap'c __ pap' b — pbp'ci m 

’. pb ” pc “ P c — p a “ p a — p £ 

[ a -i- /; 4- c -== o, modd. 2 Wi,2w 3 ]. 

j ^ppc 4 -pcpc-f p apb =( 4 papbpc~# 3 )(pa-hpb-hpc); 

I f a =h b dz c =s 0, modd. 2W|, xtoj]. 

; ({pa p& pc — g*)(pa + P^ + P c ) 

| — ^pc+pcpa + pflpi> 4 - 

o' ( a - 4 /; 4 - c) a 1 (a 4 - b — c) o' (<2 — - 4 - c) 3 (— a 4 - b 4- c) 

~~ o ' 4 a *f+b 3 '*c 

- — (p^ —pc ) 2 [pc/ -p(& H-c)] [pa —p(£ — c)] 

-- — (pc — pffl)*[p/>-p(c 4-a)] [p 6 —p(c —a)] 

= — (P a - ,]^ y 2 [ p C — P (a 4 - b) J [ p c — p (a - b ) ]; 

p'a — p'b p'c — p'd ' p'Q/ 4- b) p'(c 4 - d) 

pa — pb " + " pc — pd p(ct-± b) —p(c d) 

p'a — p 7 c ( P ’b — p'd p'(a-Pc) p'(b-hd ) m 

- pa —pc pb — pd p{a + c)—p(b + d) ’ 


I pu 0 p u 0 . 

I puj p'lf 1 - 

1 p//'//. p'/^ • 

T. el AI. - IV. 


p( n ^(Uq) 
p^(Ui) 

p (nr - l} (Un) 


: (- l) fl i! 2 ! ... /l! 


X 


f( Up 4- U\ 4- . . . 4- U n ) 
G'' 1 ’*' 1 U 0 U i.. .G' /l + l U n 




(a,p) 


a, p =o, 1, 2 } ..., 7 i; a> 3 ). 


7 



CIV. 


+ (/> = O, /I - i; <y-o, i,»." —' 

/2 




(—[)»-! 

I'.!.) *W«) - [, t r _. _, 7i — , ^ I j-> 


ijii ii). 

p' U p" LI 

p" u p"' ^ 


pU-l'(7) pM(w) ... ( |)(2//-:n (ff) 

</ — v p = v r/ = v 

. 3 » ^Vh-i(k)= ( 2 VH- l) JJ (j)W- f p« 0 ,r/) P'W? 


V = 1 
/; = v-l 


/»=! V = —v 

<7 — v — i 


- ,P"u,<y ) 


i? < 


T, v (m) = ivp'ii | | [p u - ,p(w 3 - 4 - « /( ,o)l | J (,|> it — 

,.=i v — i 

< 7 =v— l i> = v— 1 ({~ v — t 

X J| [pzt — «o,y)| n n (p ^ > 


7 — 1 


-,!(zO = /i 2 J| (,p« — p^/v/)> 


/ y ~ 1 7 —(V ~ 1) 

/>> <7 = O, I, — I 


i'6 j 


P,'l 

P ( n a ) — p m : 


excepte P — z=z O 


) 


ir 2 <z/) = — p'i«, 

3 «•- 

3 p* It — - # 2 p 2 2£ — '>£ 3 p 22 — 

2 I() 


= 3 ( p M “ p ) (p «—p ^r) (p « -p'^r) (p u—p , 


' r - f "'< = - P' “ [2P 6 « - p 1 « - 10 g 3 pJ u-~ ff\ p^ u - ,4-2,5-3 


ffl J> 'I- -+• 


= 8p'a (pu - p (p u - p ^ W-“M 2.«. - «•>» 


-1 pil -p 


[p“ — 




P It p ( tOjj -f 


?)]■ 


V- 
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cv. 


La foaction ls(r) est unc determination de log sin~u holomorphe dans 
1 oul le plan de la variable o, ou Ton a pratique une eoupare, le long de 
I a\ e des quantiles reelles, de —cc a o ct de i a -f- co. Elle est determinee 
par les inegaliles sui vantes, oil I’on suppose bi, a et b reels, n en- 

l icr el oil les logarithmes doivent etre remplaces par leur determination 
principal* 1 . 


partik superieure du plan; b > o. 


4 " ■ 


ls( o ) 


log sin 7 t o - 


t /it:/, 


4 n - 


Is (v ) = log cli ~ b — ( i n — n - i. 


BOR I) SUPKRIEUR BE LA COUPURE ) b = 0. 


l 

J |s( I’) — log sin?:« — -in tzi, 


1 ? (e) = log | sin-| — ( in i > tt/ . 


PARTIK INFERIEURE DU PLAN; b < 0. 


\n • 


Is (r) — log si II TU i’ 4 - 2/lT.i, 


4 n -- i 


ls(e ) = log ch ~6 -f- (‘in — i»~ i. 


I30RD 


INFERIEUR BE LA COUPURE J 6 — 0. 


a n / a <4 ^ 1 1 

1 s ( o ) —. log si n t: a -i- a mz t. 


a-T- i < a < a n a, 

Is( e ) = log | sin~<2 ( -4- (‘in 1) ~i. 


Dans les formules suivantes, v etant mis sous la forme u = a-j-(k, ou a. 
3 soul, reels, on suppose | p | < i P our lcs deux - P rem >eres formules (a ,l 
I a | •; * pour les deux dernieres formules (•>.) et pour les formules (3 ). 


lo 


sSr, (<’ j = log 1 ^(°) + Is( P) + 2 r(.,- ~^) (4 Sin rr r 


r= 1 
r — *> 


log 


^(^ = 108^(0;+ls(p+- i n+2(-P r w7Z^ir/ 3sin, ’ ,: O s - 


( ) 


lo 


1 q 




/•- l 

r— » 


- l£> ff & n.<') + ^ rti-q”) 


sm mu l ~ 





wo 


CALCUL INTliGll AL. 


CV (suite). 


loir sn 


(:».Kt'j = 2log&j(o)-t-ls(o)—y - — 21 —-. (2 si 

Mmd r ( I -i- (J > ) ' ’ 


r 


■3, j log cn ( 2 K i-) Is (i> 4-1-) — ^ [ (a si I, ;• 7 t ,■ y- 

I /•= 30 

I log dn (2 Kp) : 


I S', ((•) l 


4 ” 


< <’j 

i 

.J O 

m , 

4 ~ 

2 

(r) *; 

i 

ill 

111 - 

4“ 

^3 

( 0 J 

i 

5i 

(£) _ 

4“ 

+ 

«C) 


j£d ( 2 — 1 j (i — q kr ~ 2 ) ^ ^ S,n ^ :> ' r -™ 1 

if 

2; 


1 I ‘A < 7 2v COS 2 IT 0 ~f~ (i '< .v 

r- _ 1 .y - - I • 


; Sill 2 /• TT 0 ~ 


_ { l" s s ' 11 2 tto 

-h 2 </~S cos 2 TTC H- 


q r 

1 1 :-— sin 2 : 


1 — cf lr ' 


V_<y 2 ' s ~ 1 si n 2 tc o 

Mmk I -r- COS ‘>710 -j- * 




/• n D = V 7 2 * -1 sin '»• ~ e__ __ 

1 — 2<7 2s -‘ COS2-<’-4~ «2 .c-5 ' 


Si r est mis sous la forme ar = aKa + 2 iK'fc ou , ei |3 so.u reels e. si 

1 on suppose | (31 < I, on a 

“'■« - xi *i" 

/ ’“ 1 r = l s=l 


27C 

T 


- V c I ls ~ i si n7r.y 

C j£d I — 2 q^-l COSTl ,2? -f- <jrU-2 > 


/j2 


— K 2 sn2( 2 Ka:) = ^ ^ 


§in-m x. 


( 6 ) 




TABLEAU DES FORMULES 


Si u esl mis sous la lortnc a -- 2 a co[ 4 - 2 (3 to 3 , oil a, [3 sont reels, et si 
!'°n suppose | (3 | < i pour les deux premieres formules de cheque groupe, 
| p | < -- pour les deux autres, on a 


Jog ^ + 2Lii£! , 


lOgo <2 = Jog -- -+- 


i '/I « , 

log J' l U =-1- log cos 


1- log sin 'V - r L-L - (osln 

° *<»i jLr(i-4'-n\ 


1 '*(1 — q - r ) \ 2 0>i , 

r— i 


— 4 - V (-i) r - 

2 co t ^ v ' r 


y 4 ' / . 


log 09 M : 


H . y / [V .. <i r 

2t0j Ad y y /’ ( f — CJ- 1 ' 


q‘ / . rrut 

- ± - 2 Sill - 

(r q->) \ 20)! 


, v\i a 2 v ( I r / . r~i 

logC^M =•= J-1- y - 1 -— 2 Sill - 

2 t 0 , Ad t'{[ - CJ- 1 ' ) \ 2 CO 


,,... „ „ , . 77 u 

a $ — <*> q-ls S 1 Q - 

41 U K . TU 277 V cf->' . r~ll 277 V * CO, 

- ~coi—=— y — y — —sin ——— y - - -, 

Wl K0[ 2 tO! O)! Ad l — Cf- 1 ' O)! tOi Ad TUI 

r-t S- 1 I — iq~ s COS- 4 q Us 


y 4 1 U, 77 77 If. 2 7U XT' 

l Alt - 1 - 1 --cot-= — > 


0)1 2U>! 2 C.0! to 


] 2 <-r^ 


S-CO - q2S Sln - 

- r . FTU 2 77 1 tO, 

—— Sill - — > - 

q~ r tOi 0 )j Ami TU 

1 s = i I -f- 2 q 2s cos- '~q* s 


.. , . TUL 

00 j? = co —^25-1 urn.— 

r „ r il U 2 77 V fj r . J'TUl 277 V4 * “ tOi 

a —■ — = — y (— iy --—— sin-= — y -j 

COj tOi Ad 1 — q~ r O)! tO| Ad . tui 0 

r 4 1 5 = 1 I 4-2 ? 2*- 1 COS-h q* S ~~ 

tO! 


5 ,„ _ 5iii = ^ y -r- sin iZff = 2J2 y 

toi toi Ad i — q~ l to! to! Ad 


. TUI 

q ~ i? i sin — 
0>! 


= i [ — 2 q- s ~ l COS-h q* s ~- 

2 Cl) i 


Tn / 77 \ - , n 77 It 2 77- Vl ?'q-‘ I'TUl 

p U =- - -h - cosec 2 -r >, ——cos -? 

" tOi \ 2 tOi/ 2 to! to 2 Ad r — q 2r to! 

r ~ 1 

J’= SO 

, C l / 77 \ 2 , TIL 277 2 VI . , Pq 2r TTUl 

p(u -h to!) = —■ — 4- f- ) sec 2 -r X ' I ) --“COS — 

J tO j \ 2 to! / 2 tOj ( 0 2 I — q‘ r tOi 

r — \ 

r— oo 

711 2 77 2 , f'q r J'TUl 

J>( „ + «,„) = _ JL _ _ 2 (_ ,)<• ^ COS —, 


p( a 4 - to t ) — — — 4 - ( ) sec 2 

d tO j \ 2 tO!/ 2 tOj 


. \ 71 ! 2 77 2 V p q r r7ZU 

P ( a + W3 ) = -- r^ C0S — 

/* = 1 



XV j* 




CVII. 

Dans les formules suivantes relatives aux. S', on n’a ecril qu’unc for mule 
sur quatre, les autres se deduisant de celle-la par Faddition de i- soil a e, 
suit a w, soil a chacune de ces variables. D’ailleurs on deduit aussi aise- 
ment les quatre formules relatives aux S des quatre fonmiles ro I a t i \ e s 
a ax s que Ton a ecrites. Le symbole Si (a) veut dire partie reellc de a. 

(<)• 


\q I < 


\q l 


-I 

i ‘s r ./;r 

.7* — 

2*“ 1 

y-fy 1 

pi 

./•, Pi f y ! 

,7‘- 


1 r— 


’ 1 i S ; ( TV 

i __ .r — 

,r~i 

,i'—r _i 

?: 

1 X 1 p 2 1 J *, 

,i X -r- 

x~ x 

i' -- v - 1 

3 i ! 

i . s.u ;rr , 

! .?* -r- 

r _j 

J'—r” 1 

Pi' 

.r p 2 qr i 

./* — 

r -l 

r-~r~ l 

Pi 

I s.u xy 

! X - 

./'"I 

y—y-i 

-2* 

•*' Pi' V < 

! X -f- 

,7” 5 

r — r~ l 


n — 1 

11— X 


1 

11— x 


x~^ n y~- 


rp-n 


* 2 ? 


-y~ z q 

n — 

W-, r J~ n x~~ n y~- 




-* r ein 


qin .y'iti y'l 

*2<-0 


q in , r 2// 

// —1 1 _ X 


« = 1 

+ -y-q' 1 " 

( — 1 ) " “ ' 

• i—y-Sqin 

n — ao 

■ 2 <- 


i — y- (f 1 




7 ; u - r! (' r — cn 1 


i j 1 r f i m 


7 [cotirp-^cotssn-] = V y^sina^wp-wj-yw/ s in-t^-, , 

■i Jmti I — 2 COS 2 7 T (V -f- <t '< 

« = 1 


( 2 ). 

i?l<|a? l<T7r 


Pi __ 

pi = 3 i r) ~ x 


- 1 9 fLn ~ l X”*" n+l .r-- ^ o V q- n ~ l x- fl ~ l y 2 


i Pd x )?P x y) __2 


>* = i 

/? = sc 


Piixipjri /-hx 


— -•> y /_,)« g 2 "-‘ a - 2 " +i ^-- _, v 

" 1 Jad> J i — y—l qln —I A 7 1 


C—iV 1 - 







TABLEAU DES FGRMULES. 


io3 


CYII (suite). 

(2) [suite]. 


i ( l ) p >, (ory \ __ __ 

pit-*') Pi O') ~~ •*’ 


>1 = so 

'A _ VI 2 

- .T" J n id | - y--lq±n-l 



qin — \ jr-ti —1 

1 — ju 2 ?-' 1 - 1 ’ 


. p'/itpi Crr) 
? PsPMPsO') 


s>. 


// r™ oo 





^2/1-1 T 2/I-I V 2 

i -+y n -q^~< 


- aX \~i) Ci Hi < sX {i ■ 


?j\ (o )5‘; i ( v -1- <r ) 1 

\T. ?J l {v) & 3 ((P) /| sin7UC’ 


<7 2/4-1 si n t: [ (i n - - 1 ) v -b 2 «’] q 4 /4-2 sin (•> n — n - r 
i -t- a <7 2/4-1 cos a - (v- 4- </ 4/i - 2 


(3). 


y <rn 


v'k I 


// oo //_ *- // = oc «- i 

P , (i) p i (.rjr) _ rt ^ (— i) 4/ q - .r- 2 , ’V (— 0" <7 ' x ' ln Y 

p:{( /r ) p;{ (j' ) ~~ 2 Jmk ] -H^' -2 # 2/4 ~ 1 2 ^ 1 4" Y“ ( 1 ' lH ~ l ’ 

// rz: 1 - • 

//=-oo 

p'i( 1 ) P, Oju) Vi C 1 A as- in + l y - 1 Y 

^ ' | 2 r,in - 1 1 Zj 


P'AV) pdY) 


h = *> n- 

in -\-l y—\ ygr^ n ~ m- ,l ~~ 1 


// = 1 

1_ 

q 2 x- n ~ l y 


\—y-q 




(___ j)/> q 2 ^ ^ (— i x in - i y _ 


i YU^-’r) ^ ^,_ . . _.—_— —a — -, 

ft = l 

72—00 fi — A 


J ps(^) p/«(,r) 


»— y -q-' 


-rr 


‘2*T 


"as- 


i pWop i(ry) _ a 

' P-iO) P:i(r) " ^ H-r -2 ? 

/I = 1 


'/ = 00 n - 3- 

y — 1 _ ^ q “ X- n ~ l y 

~i hQ, 2 d i 4 - y 2 q~ n ~ l ~‘ 





2 A 



_1 3/i _ 3 

^'i(o)2Ti(p4- (p) v^ . q 2 sin t:[( 2 7?—i)P4-(p] 4-ff ~ sin 7:[(2 72 — i)v w \ 




I0 4 


C.UCUL JXTfiGRAL. 


CYII ( suite). 


/l? I < M < -7=* 
v\ C 1 I 


(11 psferr) _ 2 

tx )?i(y) ~ y—y~ 


ft - II ~ 30 

, "V (— l^^ar-snjr-l _ ^ (—I )»q"x*ny 

[ — r -' 2 < 7 2w i-vV/i« ’ 


/ ?i j 'Q ?^ x y) _ 9 - _j_ o q n x~~ tl y -1 f ^ y q n x' ltl y 

1 ?'A x )?2(r) ~~y+y~ L ‘ 2 2d n-^“" s y 2 " 




i+r 2 </ 2,i 

n = l 


V (— \ Yq n so~^ l y- x ( -r) w < 7 «^ 2 « r 

^ J+J -2 ^ 2 " 1 -f-,/ 2 </’-"* ’ 


Pi»*) pi(xy) __ 2 ^ 0 ’V 9 n &~~ n y~ l y q n x^> i y 

Z-Jx) p 1 (y ) y ~ y~ x ' ~ 2 * I — jr~ 2 ^ 2/i ~~ * JL 7 — yiq*n‘ 


qii x ~<ln.y-l 


-* w<** j)<* i • 


iTT^t ~ 4 sin 


_ J- _j_ y / ,^ r/ ^ sin tc( 2 /z p- f- tp) — ^yS/zgin(a/? p —- »»)- 

4 sin wpt: i — 27" 2/i cos2 (p71 4 -~<v '* n * 


- A (j) <A(f)<*(j); - A ( 4 ) < A (^) < a (?) • 

C-' /■„ c- / , x m~<x> n — o o 

^|(QJ -J- (p ) 1 ^ „ 

4-Sr,^; 2r,(4 ( coU '” + cot wr.) = 2 ^ 2 d 9 * m/l sino.n(mw 4- nv). 


* 0) < A (0 < * (0 ; -*(;)<*(?)<*(j). 

•z-’ / . . c- / m=zx n — x> 

-* i ( .°) "*suv cpj i ^ ^ 

4 ~ 1 p j ^3 (tv j 4 sin v 73 ( 0' w q m (-n D sin 7: [2 nnv -4- (2 /z — 1 ) v j. 


■ A (?) < .A (?) < A 0) ; - A (?) < a A (i?) < A (?) • 


gV- O) ZjU ' w ) n-i ) 

4 “ 3 ’ 3 f r ) 2 r 3 ('w) ~~ 2 d I ) WH-/2 q 2 sin 7 T [*2 7 ?i — r) 


w 4- ( 2 a — 1) (’ 
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CVIII. 


Dans Ics formules suivanies, on n'a ecrit qu’une formule sur deux, le< 
for mules non ecrites se deduisant des formules ecrites en ajoutant £ a la 
variable (\ 


( 0 - 


- (<> >i- --■ v —o=y 

T o(O) J 2(e) 4 * 


14 - (/ 2/ 


sin *2 




<7‘ 2 " sin 2T. v 


q- n C0S2T.V - 1 - f/’* 


4 (°> 4 (o » 

4 ., (0)4(0 i 


I V 4 , 7 /" . 

7 ~ 1 ),l 7T^ C0S ' 2/ *" 1 ’ =2d (_ 1 


q*in-\ cos ‘IT. v -hq tfl 


14- 2 ^ 2 /i_ 1 COS 27 r i'-i-C/' AU ~~ 


( 2 ). 


I %\(o)%(v) I 


I?: 5 3 (o) 2 rifr) /1 sin Tie 


—r/ 2/i_l . , . ([-4 q‘ 2 ,l )q n sin ~v 

-- \ - 1 -sm (2/1—i)~e — > (— 1 V 1 — - / — ^ 

ibaJ [ -+- q- /l ~ L v ^«l [— >.q~ n C0S2t:p4- <7'" 


L JV sin (2 ;i — i>t:p 

r, &.,(o)Sr : ,(r) I4-? 2 "- 1 ^ i4-2^ 2/i - 1 C0S27:04-r/i« 


( 3 ). 


1 ?j\(o)^j> f (v) I 


q- ,l ~ 1 . , , (i -- q* n )q tl sinTrr 

Z-j [ — q- f i —1 v Zu 1— ‘iq ~ 1 c0s 2 it v 


Arr 


(o )^i(e) /j sillin' Ami 1 — q- 
n = I 


4 ;^ 4 l) = V ■ sin (a ft - , „«• = V 
1-77 4 ( 0 ) 4(0 


([ 4 -q' 2n ~ 1 )q ~ sin ttc 

r ± qi/i~i cos 2 ire 4- # 4 "" 2 1 


Les seconds mem b res de la premiere de chacune des egalites C G VI 11 1,2,3) 
convergent pour — <91 ^ <C Jl <C tR. j ^ es seconds membres des 

tlernieres egaIites(CVIII,, Sl s) convergent pour-ft (jj < a A (jj <& (j) • 
Les derniers membres de toutes les egalites (CVIIIi.s.s) convergent quel 
quo soit r. 



CIX. 


Dans ce Tableau on iTa ecrit cfu’une formulc sur deux; les formulas 
que 1'on n’a pas eerites se dcduisenl de celles que I’on a ee rites en ajou- 
lant I a la variable v. 


(i). 


Ill x nr 


III = l n—i 

II = X 


— —. l —- — ^ ^ (— l)n s in (l R —I) TTi 

w = l 

n = -j 

■2 

/# = 1 

n — ac 

2 

n~\ 

sin " 1 ’2 ( 


q- n sin ( 1 n — i)t:p h- (j' in sin in ttt 
1 — 2 q- ,l cos - v q '* n 

q'2n-i sin(2 /i — i)~v — q’' ll ~- sin (a—1 )tt r 
1 — 1 q~ ri ~ l cost: 0 -r - q , * n -^ 


n = x 

_j_ C tn--\-Zn 

sin t.v y (— i)«--- J ~ -• 

1 — q’ ln cos-it.v ~~ q' ul 


„ m~xn~o 0 


Zj { — ! ) ,?< 7 - -T-^ ^ {—i) m ^ n q y ^ 2/ (, r 2w ^-2™, 


(«+-!) •+ 2 //2 ' 


m — 1 // — 0 


V' , ( n - 

— y ( Iq x 


I — q kn ~- 


I 1- 2 gr 2,1-1 COS2 - 0 H- 

(1). 


1 0 1 _ 1 ^ y 7 2/| COS (2 /?- — 2 ) 7 T 1- — q^ fl COS 2 71 TC V 

•!"' 4 sin'- 7 :p jtmd i — iq~ n cnsiizQ 4- a'+ n 

n = \ x 1 


I < “ ti O » 


— -5^- = q i V I - , r-. (a /»-,) g" c ° s (a ft - a > * * + , 

1 “ - ( 3 U ) I -f- 2 gr 2 «-l COS 2710 -+- q'*n~± 


Le^ formules (GIX 2 ) concernant el sont convergentes pour 




^ ( / ) ^ ^ ( ~ )} celles concernant et ~ ^ 

- L ' \ l / %(v) St 4 (p; 


sont con- 


\ ergenies pour — (4 j < 2 & K j < cR ( 



cx 


i 2 ) 


< )) 


<.i) 


( 5) 


(<>.) 


C\ 


Sf 2 


{‘in — 1) 


/ „ _ 


e 3 


liuj'f cof Jmd 

n = l 

__ 7T- 2 T.' 2 ^ Jiq 

1 ‘2(01 to} 1 -r- 

f> = 1 

■ - - X 


T n -‘ 

I — q\n--i ’ 

n q n 

I 4 - (— I ) n q n 


nq 1 


1 1 tu i to i id i — q - 

n — 1 


20 V ‘2 to 1 / \ 3.5 




i / \ o . o jfad I — q 

' v i-=I / 


ft 3 

2 S 


=■= I -s - 3 


TC \ r > / 2 2 1 ^ y- 7 ' 

2 toj[ / \ 3 :i -7 3 Zd I - q' lr 


It. 


T- 


I H- 4 


V q- n ~ l 

’ i ___ 2 /i — 1 


I —q* 


>.k 


/I 


J "-Z + .,V /_ L_ L_ 

- (/ ‘Zd^ } \I — q'-*-' I -q-‘ 

n = l 

n = oo ~~ 1 « = » 

,!-2 


1 J —- Cf- n ~* 

t '• y ( r)o-l ^r«(o~l) _ _2- 


« —1 
y 2 


1 - <r 


„„i y _£!f_V 

Zed ^ \ I — q’+u—z 1 — q* n ~ l I 

n — 1 

;? = oo « = 00 

2K ^ . 




y (- o- 


i — q* n -- 

1 n n\n—l) _ l -- 

' jLi v ’’ 1 (i -t-^ 2 ")! 1 -+■ !7 2 ' i_2 ) 

;i= 1 



CX (suite). 





TABLEAU DBS FORMl'LES. 


HXi 


CXI 


)l^i C 

// , 2 

0 p( ,x, K ■l.gi 

p^ VI ^ // 23 U 

2 3 ^2,^0 

)>”« 

i 3 ! 

5 

11! 7 

9! ‘ 2 2 . 3 . 5 2 7! 

7.11 

’)! 


( 5 1^2 

, 3 - 3 >Ai\p' 

" . i(; :a1a s , / 

13^5 

7 -o.-j: 

' l 

2 2 . 5 3 .1 3 

2 2 . 7 2 .i 3 / 3 

! 2 3 .3.5.7.11 ^ ' \ 

2 s . 7.1 I 

2 2 . 3 . 3.1 I 

)^ ] a 

3 2 ,^2 
+ 2 2 .5 

P* xl) w 3 2 ft 

p {1 ° u 3 .i >^3 p (WI u 

3 -. 13 4* 

■0.^3 

“iyr 

, 3 ! 

11 ! 2 4 . 5 2 9! 

2 + .D. 

ii 7! 


hJ±2£j - 32 - 53 .^i \ p ’";t 3 2 . 181 £-1 g 3 p'u 


(hJUSl , 3 2 .53,?; \ p"'i 
\ 2 3 .5 2 .i3 2^.7 2 .[3/ 5! 


2 3 .5‘ 2 .i3 2 v .7 2 .i 3 / 5! ‘ a 3 . j 2 . 7 . 11 3! 

7 . 11-5 3 3 .‘ 223,^2 


ill 


383^* 


2 8 .i 3 .I 7 ' o. 2 . 5 .7. [ 1. |3. iy J - 1 ^2.5.11.17 ‘ 2 3 -7. 11. i 3 . 17 

p{xx * 1) 7/ p(x 1) M 29^1 ( p (IX) ( 3 . T 7.^2,^3 ,p' WI // 

19! 2 151 2.7 1 3 ! 2 4 .3.> ir! > 2 .7. ii 9! 

_ / 3 . 17, y§ \ pW u [ 3 ; ?l,? 3 p"'« 

\ 2 3 . 3 . 5 2 .1 3 ' 2c7 • 1 3 / 7 I ' 2 V . 3 .7.11 > 1 

/ 3 1.1 4 33 ^ | 3 .i 5871 ^'3 \ ,p f u 

\2 8 . 3 . 5 3 .1 3 .17 ' 2 4 .7 2 .11.1 3 .17/ 3 ! 

.... / 3 ?. 5 i,y | ^3 2 . 3 gjj \ ^ + / » 337 ^ 1 ^ _ i 3 .i;,?!j v - ^ 

\2 3 -7-11 • 13 . rg 7.13.19/ " -r " \2 4 .7. n . i 3 .19 ' 2 10 . 7.11.19/ 


px/n p(/i» 

-L l -- pCt/l- 3 ) l(i - \ --—J p^ 2 «- 3 ^ U — ... 

72 /i — 1)! J ( 2/1 — 3)! * 




b;,"> 


(2 a — 2 r — 1 )! 

(2// — 2/•) (2// — 2r+i) 
2 n{'ia -h 1 ) 


j3(2ft--2/*-3) w _i_. . - ±zl p' a — B‘ w / L 1 la — 13 a : 


B ( "» • 


D /•— -2 2 


/i — I 


4 (2 // — 1 ) r ~ 0 “ ‘ 2 (•> n -f- 1 ) 
r — o, i 5 2 , 1 ); — o pour /* < o et pour r > //. 


1J) r- 3 ii 


CXII. 

(i). 


j = f du - - 

' “ J (pu — pv) a 

log —-; = — -+-p o-h, 

° cT ( U -h V ) 

— 1 %(u — v) — i £(?/. -+- p) = A ( 0 0) Z£H- A^Uj-f- A ( 2 0) J. 2 , 

ip (u — p) — |p(/4-t-p) — A}, 1 ) u -t- A\ l) Ji ■+■ A^U^-f- A^ 1 J J 3 , 

A p-( u _ v ) h- A p'( u -4- v) = A' 2 ’ u -T- A*, 2 > J, -f- Af> J 2 4- A' s *> J 3 -4 Ay“ J ; . 

1 p(«) t pi»>(— u — v ) = A' 0 " +1) z£ + A>«''- ,) J 1 A ‘,' i+1 1 Jo 

-4 A<” + ‘ > J j + A ( " +11 Jj . .-i- > J „+i. 


J 




CXII (SUITE). 

i I) [suite]. 



±;i-jL' =kr . 

an 

A',"’ 


Y'/n 
‘ v // 4- 2 


p u — p V 

,,r «sr 

ipu — pv)°- 

n;," ! 

ipu — pv)”-*-’ 2 

■Rv'//) n 

1 Vi 4-2 


~~ i‘ 

UJ )W “ P v )* ‘ — P (, ) :J 

fp « — j) (•)"-- 

A„ 

= ••>•• A<,» 


A' s »'= ip'H’. 

11 ‘.n =p'c, 

V : 

■ — — |j f. A, 1 

- 

A\,<> = — f p'ep\>, 

A;)” = — P' :! (’, 

V ; 

• - i- »•. a; 5 

— i p. 

A'r 1 = f p" 2 o -t- -^4 p' 2 

p p r, 


A \r ' 

= 6 p”pp’ 2 c, 

A ( . 2) = 3p'*p, 


V,' 

— r" r * V 1 

= — f p ( 'V, 

a; 1 == —pi' 1 p 

•± J3 (vj P J) P, 

V / 

= — 1 ^ 

' — Kp'^’P 4 ’) 

, A^> =— 3op"p p ,;s p, 

A ( ;i :i) — — 1 '2p' : > r 

n.;* 

- u-7i Aij 

t; 



a;* 

~ ‘ =: — •>( 2 V — [ 1 

Bv+l—I’.vpc 

Bl%-h (1 — 2 v)p" p (1 —v) j v Oil’,: 


■ v = 0 . I . 3., 

u — 3 1 ; B v "’ 

~ 0 pour v < 2 et, pour v > a -j- 2 . 




(*)• 




,l/i = / 

da 




“ J 

(pie— e a ye 


v, 

~ •! p"° J a ™ ^ = 

-4 

(e-j. — ep)(e. x — e r ), 



^ (ll (JJ X ) — u e a -r- A', u) J J, 

P’ ( « — to a ) = ill Aj 0) -r-i2e a A 1 , 0 ^!— G( A ( ,» )2J», 
p"'( H — ia x ) = n\ue-j_ A 1 , 01 -:- 72 ( 2^1 — A , l #) ) A ( ,» J J, 

-i- 36oe I (A' 1 0l )2j 2 _ 1 _ I20 (Ay» >3J :t . 

(3). 

Si v est une quelconque des solutions de l’equation pv = —°, on a 
fll IfirJ dt , = ™ _ *3 - 3v f die 

v 7* J P«~—pu 

__ Zll 20 — Py r i 

- -- ^7^7- [Iog^tt-i- v)~ log- 3 '(iJ — l>) — -xu^v \. 



CXIII. 


Si y est solution do lequation diflerentielle ( ~ ) ay' ¥ — hr- — <- 


<>n a, en posant J„ — j j n cl it . 


( ->/n' a n Ji ■ — l ~ V — B' 7i) _ B /r — B •'* I 

( </)). a J 2 „ t1 - • *>1 du tn--i ■••• b "-‘ b " J] 


x, r cl- n ~ { ( r-) cl- n ~ 3 (r-) 

{ ^ 1 • J -" +2 ~ ' h dit*->‘-s 


Oln d{ V- ] Q u r 
^ ^ J -2 


f oj/* le Tableau place a la 11 n <les formules (XGYi. 


IVji 5 = — b, BV 2 = —i.ib, B' 2 *> = 3 * 6 * —ac, B{‘ = — 

PAy = j.">-b* — 9*.V.?ac. B l : y = — 3 2 .3 2 // 3 -r- > 2 .3 3 . jr^e, 

B‘j' ,} — — 2 2 . °>/>, B 2 ‘ 1 = —■ ‘>A 3 3 .;«c -i- 2 . 3 .; \~b-< 

JV .,' 1 > — — 4 . 3 *>ac) b z 2 V . 3 3 . ctbc , B^ + ] = — ia 3 . 3 3 . V 2 .7 ctb- c i* . 3 -. 5.7 <7 2 r-— 3 2 . 3 2 . 

— B ( / i_ 11 — ( •> n — 1 )- b B ( /i q 13 — ( 'in — i) 2 (->/i — 3 ) (2 ti — i ) nc Bq'iq 2 , 

( r = 0, 1. 2, .. ., n ): B^ 1 — i, ?A/. l] — o pour ;• < o et pour r > //. 




3^) = — 4 b , P'f 5 = — 9/2 • 5 6 , ^ 2) = ‘ 2 ° ^ 2 ~ 23 • 3 2 S'V 0 = — ^ 3 - 7 />. 

po* J = od. 72 b 2 — 2 ;i .3 .7 ac, [3q i; — — 2 s . 3-b :i -h 2 7 .3. 1 3 abt\ 
j 3 U) ~ _ <2 3 .3. r jb. fS' 2 ;) = 2 *.3. 7 . i3^ 2 — -2+.3 3 .7 at\ 

-- — iA .5.4 t 6 3 . 3 3 . 0 . 1 1 ctbc. 3'd 1 — 2 14 .3 2 b' ¥ — 2 10 . 3 :} .i 7 ab-c ~r > 7 .3 3 . 7 2 

p(« } - 1 ) — 4 71 2 b pl'iq 1 } — 2 71 (2 71 — 1 ) 2 ( 2 71 — 2 ) «c 3 { /ii 2 1 , 

i /• = o, , // r. ( 3 ^’ — r. p ( /° — o pour /■ < o et pour /*>//. 


a - C-: 


pu) —_ 2 c , ^ 21 = 2 ;i ^e. S' >3) — — i'.V-b 2 c -f- xV).5-orc-, 

p(^) = 2 13 .3 2 b-c -h 2 V . 3 • 5 2 etc 2 ; 

pi«> — — 4 7l 2 b — 271(2 71 — F ) 2 ( 2 72 - 2 ) CtC 


(2 ). 


f^o(u)du = log[5 r «(«j - , £ ?o(iOJ, j to (“) = - «* i(« »• 

^ £ oa( w ) du — 


v/«a— ea ,\ Je . x — e - 


(u) dii ■ 


Iog[v/<?a —e r S£sc(J<)-*- e ??va( H >]' 


ft* 

j ’ox 




( <?a ep) (<?a e ';) 


/ *xt(indu = -=J=r-=log[S T p(J<)-l- /eg — «v?o?(«)]) e ,._ 

•' ' V«p —«y 


<■'3 




CXIV. 


I i?o 3 (" I du — -—i— / -'- / 

. ‘■’■x—esj ^ e a — epj ' 

S ;«X ! « ' ;£ai «j </« = —/— ?ya(), 

* L> y. 

/ iua 1 & i ^3” 1 w 1 — --- l°S;cva( «)» 

J - '* * <?a — Cy 

/ iyv' in :3o < zz i <r/zz — — £,. 0 ( u ^ 

/ “Xajs' «!^« = / —e a ) ^f„|3(;<)</«, 

I ?au ‘ « » ?3y( zz) z/zz = log* 0 y(zz), 

J ^tu,U,, t ndu = ^^f ^.. {U )d u -?^£ft^ {u)du , 

I ;< 3 ' it) 'dti = ; 0 s( i<). 


cxv. 

('). 


j ?n a du = —| log( dntt-^X-enij), 

j dn u du = / log(co u — i sn zz), 

i 4 du __ J_ | qo . dn u -j- Ids n u 
J cn u ~ // ° 5 cn a 9 


f cn u du = i log(dn u — ik sn U ). 

j du _ dn zz — cn u 

/ sn ji ° ~ /T7. 3 



1 ] r , rr cn u -+- ik' sn zz 

ik' 10& - 


(*)■ 


^n u i dn zz // 

- du = — log:-— , 

r*n // f~ r ~ ? 


/'cn zz 
. * dn zz 


C?Z£ = — i lo? - 


- k sn u 
dn zz ? 



i — cn u 
sn u 5 


/ 

/ 

/ 


sn zz 
dn u 



du — lo<? 


dn zz 
cn zz 


z/zz = log 


log 


ik' — £ z*n zz 
dn zz 


f — dn zz 
sn zz 


f -j- sn zz 
cn zz 



TABLEAU DES FORHULES. 


CXY (suite). 


sn zz cn zz z/zz = — ~ dn zz, 


sn zz da a da — - C n 


cn u dn a da = sn a, 

du [* dn u 7 , r 

=V sru7 du ^ L " 2 J 


r du 

J CD ud 


cn dn u fc- 


: f™ dU - f*™ du 

■J sn u J cn u 

A f' dnt ‘/ /ci fen it , 
V-J cn u “ /-'->/ dn tt r u 


sn* u du = Z\o) - A 0 TA!, 
X s y > Id- &(u) 

li}l_ = — 7'(K \ - J_ JI U«I 
cn’" X' 2 ' ' X’* 


[*L =uZ . (0) _Eli 

J sn 2 zz ' ; Hfz, 


/ ' afo __ zz 
dn-z/ — k'i 


^ E_ Q\(g\ 

1 K - 0 jfzz) 


c n zz d n zz 


<r/zz = log sn zz. 


‘ sn u dn zz 


du — — lo£ 


du = — — log dn zz. 


enzz sn zz 

-^- du — los: - 5 

n a dn zz 0 dn a 


sn 11 j 1 . dnzz 

-i- an — —- 1 0 £f- 

cn u dn a //-> 0 cn u 


dn “ , , sn« 

-—— du =z losr-. 

sn zz cn zz 0 cn zz 


>n u _ r dn zz 

n 2 zz /d- cn zz 9 


r enzz 
J sn- u 


ft zz _ enzz 

1 2 *z sn zz 5 


n zz snzz 

du = -- 

ti 2 zz dnzz 


sn ^ ^ __ 1 cn zz 

d n 2 zz U ~~ ~ pi JTzz ’ 


/ dn zz _ sn zz 
cn 2 zz cn zz 


T. et M. - IV. 


CXVT. 


It - ItQ U - It 0 


chi 


-log 


:, a uv/ : ox "" , _ f 0 »(Wo) 1 ^ Mp ^ “-+-«<> 

° P .> 


u — u^^ // — «/ 0 


/ r 




i w ) — Cao(^-o) 


= «; wu-i-iog — 


2 


2 


M-W/a 2/-Hi/,, 


Z/.— Z/ 0 v u — 11 u 
"d -£» a- 

/' du „ , , *-i *>* 

^ iLl /-- — ^^,z/ 0 ~log- - - ; 

~ , 3 7 f I (U) —^ 7 (^ 0 ) "‘ ^ It ~H It 0 ^ U-lrlln 


A «' 


<n'u 0 I -—-= «Z(z/ n ) * 

' J snw — snzi 0 


lo« 


H “ ~~ * f> ' 0 “ ~~ “o 


ll-T- U Q ft ~ 4" It 0 

111 - W 1- 




Cfi'll,, I ---— u7j( ll(\) H- log -- — - 

V cn« — cnuo H l ±±Jh @ l ±±JL 


dir 


'*o / 


dtt 


II u ~~ u " 0 «-“ o 


*, / dnw — dnz/„ 


= uZ(a d ) -+- log 




En donnant a la constante zz 0 des valeurs convenables, on parvient a dcs 
forme? nouvelles pourdesintegrales an terieu remen tcalculees(CXIIJ2,CXV). 

(7). 

Si Ton designe parj'=/u/j l’une quelconque des fonctions 
: a *r w u ;3<-i ?/1. sn u. on u, dnzz, par u Q une constante, par jko, jKo, y \> •• • 
la valeur pour u — u 0 de la fonction f(u) et de ses d drive es, enfin par a, 
b. c [Tableau XCY] les coefficients de l’equation differentielie 

y'~ = ay ' 1 -0 by- — c, 

que verille la fonction f( 11), on aura, quel que so it n< 

n - 1 t/j 2 J n — (‘in — 3 j/JJ( n — 2) (6aj 2 -0 b) J„_ 2 

-r- (4 n 1 o ) ay 0 J/*_3 -+- (11 — >) ci J a — < ■= -—• > 

(y—y o )"- 1 

j = f du 

j [/(«)—/(«<„)]« 


en posant 




TABLEAU DES FORMULES. 


I I .) 


CXVII. 


On suppose 

o . 0 . u-<. 

u {t =2 XW;—r 2 o tO . a — A 7 . Oji — A a G 0 «, C i; — —- = 7 — 3 1. 

* ' * ' ' 2 C01 


7 , 3 , a'. 3 ' etant reels; v sent des entlers donnes: r et 5 sont pre¬ 

miers entre eux. sauf dans la formule t 6 ». Le ehemin d'integration t>r 
suppose ne contenir aueun pule de ia function, sous le signe j": m. /o x. 
x f sent des entiers determines par les conditions 


a •< m — 1. 

x < 


// < 3 " n — 1, 


- J J /• - (7 - 



l. 


Dans les for mules { 4 > et 4 o le logarithme a sa determination reelle si 
^2; gz, « u , Ui, a sont reels. Dans la fnnnule 1G1. loir ? u est defini com me 
une fonction holomorplie de u. le long du ehemin allant de u^ a u\ , congru 
au ehemin d’integration donne. 


X - 1 ( 0 ) 


ch' — — (2 n — 1 ) “ i. 


1 y‘ " : “ ( e) 7 , . 

n ^ j ~-- ar = — (or,, — 7 ) -z -f- i/ 2 m -r- n t: o 


IT 


.e 0 -+- V '/‘-r- .S' Tj c- 


'^cU- 


7 i(V ) 


V - / [ 2 X — I •+- 2 S f • „ + V i I / ■ -r- i T IJ ; 


J U du = 2 Vj! ( U 0 — up } -( 2 n -T- I ) ~ Z, 




I .)} { j Z 11 du = 2r i3 ( zz 0 h- m 3 ) -i- {2 m -r- i)t:z, 


, « /'Wi-ri'UJ 

j Zll du = Si v (’ /’ T 4 j —f- 5 Tj 3 I ( ZZ y -f- /’ V to j -7- SV OJj I-V (2 X —1 > ~ / 


■’> I 


, ^Mn+2/’Wres.s-co^ £ ^ pVz 


2 pa — 


z/zz — — '± a (r r (1 -r 5 t j3 ) -r 2 ('/‘to5 w.*) * cz — 2 ( \ — x' 


O u { — a; ^ 2 - — .^3 * 


' r 1 . 7 , j(«i— dO 

( [\ I Z\ it — a) du = log —;-; 

' X > I 3 ( Uq — CL ) ? 

r r il ‘ l r , . . 3^i — a; 

U) / :ro « - «); g» g *] duu } = log ? , 

• in 0 

(6) f = log log^n^-T- (‘2/’T ll -H26*7 i ; i )(zO i — u{ } ) 

d u n ' ' 

[ — U„ —i— 2rt0 1 2 5 Cjl) 3, = Z/ j *t“ 2 7 ’ 0) j 25W :) ] ; 



I 1 o 


CAICUL INTEGRAL. 


CXVIII. 

Cas normal oil 4 est reel et posit If. 

Ob 

Si Ie ehemin ^'integration ne sort pas da rectangle dont les sommcts 
5 .nt ~~~d ~~ ' ; on a, eii designant par Ni Ie nombre de fois que )e ehemin 
d'integration traverse de Laut en bas, par Ie nombre de fois qu’il tra¬ 
verse de bas en haut le segment de droite allant de o a —-, et en p re¬ 
liant pour log 2b (v) sa determination principale, 

f tj!\ dv = logS,(p 1 ) — Iog^i(Po)-t- a(Ni — St) r>i. 


(»)• 

Si v t , est an point da segment de droite allant de 




Ie 


point —- excepte, et si Ton prend Ie signe superieur ou inferieur suivanl 
que la partie reelle de - est positive ou negative, on a 


r 




ch 


( 3 ). 


od 2. 3 sont reels, {3 non entier. et si le nombre co- 


tier n est determine par les conditions n < J 3 < n -f- t, on a (GXVlf!) 

clv = — (‘2 n -+- i) t. i . 


.r 


%i(e) 


( 4 j- 


SI r 0 est un point du segment de droite allant de — l - -- a -, Ie 

2 2 

point — - excepte, si Ton designe par a la partie reelle de c 0 , et si {’on 

prend le signe superieur ou le signe inferieur suivant que a est positif ou 
negatif. on a 


r 


i (v ) 7 

Z — cw — 1 71 / — 2 a ZC 1) . 



TABLEAU I )£5 F 0 R 3 IULES. 


I 1 


CXVIII (SOTE). 


IJI. 

Si m, n designent des nonibres entiers et y, 3 des nombres veriiiant !e> 
conditions 

a different de zero, — - < a ^ ? — - 1 3 < -, 

2 2 2 ‘ 2 

et si c 0 z= m ny. -T- 3t. on a. en prenant le signe superieur on infe- 
rieur suivant quo a. est positif oil negatif, 


' r l ’ ! 1 ; . / T l\ 

/ f: - clr = — 2i~ I r<j—m -zz - • 

J v mJ 1 (V ) \ 2 ‘ 2 / 


( 6 ). 


Si, cn outre, /* est un entier positif, on a 



\ ( r>) . / / ‘ ~ 

^- dr — — 2 mz ( r Q — m -i- 

^ 1 {V) \ 2 



(;). 

Si /?i, /i designent des nonibres entiers et a', JB' des nombres verifiant 
les conditions 

y! different de zero, — - < a'S -, — - < 8' 1 ; 

2 A 2 ‘ 2 


si enfin a = n- a', = n p', et si Ton prend le signe superieur oil in- 

ferieur suivant que a' est positif ou negatif, on a, en prenant pour le lo- 
garithme sa determination principale, 


X 


*100 


a-f-pr 

_( 5 t ^"( p ) 


dr : 


Sqfa'-i- S't) . , , , 

^ 5 ^=^T)- 2m " (2a + r) - 



CALCl'L LNTflGRAL. 


INVERSION. 


On donne trois nombres districts s 1? i 2l 3 3 , s t -f- £2 -+- £3 = 0 J cfuand les 
dots z >, £.1. £3 sont en Iigne droite, s 2 designera toujours lc point inter- 
mediaire: x. *; 2 . 7- seront les nombres 

A “ ? 7 2 = ‘1 ( *1 H“ £ | ~ {_ E 3 )? 73 = t £ 1 £ 2 £3 ! 

7. a Vst ni un nmnbre reel negatif, ni un 11 ombre reel plus grand que r. 
Dans ce qui suit. jv . 7 sj 1 — x, j 1 — x sin 2 o designent les determinations 
des radieaux dont la partie reelle est positive; sjy., sj 1 — x les determina¬ 
tions des radieaux dont Pargument est compris entre — j et logy, un 

amnbre dont la partie reelle est le logarithme neperien de | x | et dans le- 
»juel le coefficient de i est 1’argument de x suppose compris entre —7: 

et — 


CXIX. 

( 1 )- 


X (X ) = 


'q sj 1 — x sin 2 


x'(x ) = x(i — x ) 


_ X(x) ’ 


ia partie reelle de j est toujours positive. 

On entendra par/x. /x'les determinations de ces radieaux dont la 
partie reelle est positive. 

(a). 


sia.d sont des entiers impairs, b 7 c des entiers pairs tels que ad— bc = 1. 

on a 

/t . 2 r cx(xj^/dx'(x) ~] = 
l«x(x) H- ?:6x'(x ) J /mm 


( 3 ). 

Si a . b, c, d ont la meme signification et si ay ant fixe arbitrairement 
mm des determinations de v/s-i — £3, on pose 

,. 4 _ «x(x ) -4- ibx'(y.) cxfxO-f- idx r ( y.) 

to i- 7 = — -’ . v Q 

s/ti s 3 /ei —£3 

«m a 

^2( <*>!, «*>3) = 72, ^sOi, <w 3 ) = 73 , 

= POa | 0)fj t0 3 ) r= 


(a = i, 2, 3 ). 



TABLEAU DE 5 FORMl'LES. 


I if) 


GXIX (suite). 

I 4 ). 


i x' <•/>;] __ 

_Trx 7 _i c- 



/ X ( 7 ) 

^ 2 J 

0 - 


Xixi. 


ux'r/.i" 

^5 ! 

o - 


X l 7 1 


— v 


/.. r * y -ii 

\/ 4 L— J 


*\lM 

c r ■ z x ' ■ v - 1 

- o - 

L x(v * 1 


'Vi- 


(j i. 


o = i — i'i — y- = t / 7 . 

•° l -J/Tir;. V L *■*> J 


l X' < 7. I 


X (7 » 


/ X ( 7 j 
X I 7 i 


j X( 7 I J 


o € x y - — a e 


V \' , 

X 


on a toujours j ^ 


1 — ">6 x y - — 7 e 

! S | < i. 


la X’ •/. _ 

\ y. '* — 


( 6 i. 




T . rzx'r/.n -c, r .. 

k l>-x | - I" x,,J = X!/ -- K L X-/-) J 


^ 0 \ = •» a y .-*[a i*>l\ j v/x i [° I Tixr] _ { 


'■7 \/ s 


xi 


1/1! - [»| : I l/l h M = 1,1 - Al * 1 


< 8 V. 


x( p•) = x 


i/,— A 4 = 1 ^j/7—;)* Xl * 

\i- Vi-*/ J 


Vei— e) : 


\( 7) 

( ())• 

x.' r/.)i 

V^l — *3 

• J /:."a 

v'-i — -3 

■1 s/ei — 

e 2 —s/zi — V^ 1 

i — H, V e i" 

• e 2 = V z i ~~ £ s V 


A(-/-) 

J V w i = ' 


*/*!-*> 


e t = ej, e» = s», e 3 = 33 - 

Dans les Tableaux suivants on suppose to,,to 3 ,v/“i determines paries 
fm-mulesfoV i/G^Tj est fixee arbitrairement a moins qu’011 ne previenne 


mcntj de \J *1 — £3* 



I 20 


CALCUL INTEGRAL. 


cxx. 

Dans les formules (i), (2), ( 3 ) on suppose | x | < 1; cette supposition 
inntervient pas dans les formules (4)* 


En posant 


(dJ- 


"l . 3 . 5. . .(2/i — I)] 2 

b -V/ 1 

2 . 4 • b ... 2 n J ’ 

n jLi \ 2 V — I 

v — I 

n — so 

n = so 

). (y.) = 1 a a v.«, 

PO) a n b n v.", 

n = l 

n = l 


er en designant par A, B deux constantes arbitrages, la solution gencrale 
de Fequation 

. v d~y dy 1 

* (s5 “ ,} dyi + (a5c_,) ^.^:i y = 0 

V<t 

y = A !(■/.) h- B[4 + ).(>.) log'/.]. 


(■1). 


XI 7 . ! = - A( X L 
2 ^ 


X'( 7 .) =- 


4 p(*)■ 


■^(OiogAj, 


"fi le logari thine a sa determination principale. 


( 3 ) . 

= Iog(i —x) —$(x), | £(•/.) I < 4 | /. | ; 

z - i logs logit - •/.) - r, (•/.), | r, (x) | < A | x |. 

( 4 ) . 

x, .- X, = x7xi, X (^-) = x' ) = v/7~; x(x)i 

X.I—X. = X(XI, =x(yA-_j = /i — x[x'('/.)±i'x ('/.)], 

x OorJ =x ' (;) 

X '(-Tr~) = x (^) = A[x(a)q:tx'(x)], 

ou il faut prendre les signes superieurs ou inferieurs suivant que la 
partie reelle de 4 est positive ou negative. Pour deux valeurs conjuguees 

de x, les valeurs de x(x) sont conjuguees, les valeurs correspondantes 
e v.sont representees par deux points symetriques par rapport a l’axe des 
quantiles imaginaires. 



CXXI 


Si r est un no mb re positif et si | 7. j <. 1, on a, en posant q = e xy - 


f l0 -— _ 4 • JL,y - ~| y r ; r : J - y - 

i r — e L i«3 7 . .y.ij — —I— e '/• 


^ 16 X ’ 3-2 7 " 1024 V " ' 204 8 y ’ 




2 19 .C;j 

= 6237 , 

2 36 .C 0 = 

435 5 o 6 703 

a 5 ". Cc 

= £0298 . 

a 3T . cm = 

776 957 575 . 

2 25 . c 7 

= 27902D. 

, ^ 2 .Cn = 

224 170 455 55 . 

■ 4 28 .C 8 

= 483 127. 

, ‘2 43 .Ci2 = 

40784671958: 


Cf. T 

. Ill, p. 221, note. 



( 3 ). 


■G» 

:)'*■»( 

1 i/;.)b .50 

/ I r 13 

(iV-‘) — 



( 4 ). 


2)‘ 


)V.5o(l3) 

13 


r {/ 1 — y - 


X ) = x / ^M = J 2 r|(o I i) = 1,854 070: <7 = = 0,0482189; 


x \e 3 / = 1,54869 =z 0,41868 


q = zz ie 2 = zb £.0,060829. 


x'\e 3 / = i ,54369 =p i.o, 4 i 363 





CALLLJL 1A lLUKAL. 


CXXII. 


I> c iii? route? les fonnules cle ce Tableau on prendra les signes superieurs 
. . inlerieurs suivant que la parlie reelle de j est positive ou negative. 

L'arjumeiit d«* { i — v. 0 est coinpris entre — ~ et -f- - • 

I>aiis fe- formules < 4b logQ a sa determination principale. 


(ib 


NU3IER0S D 5 ORDRE DE LA REGION. 


I. 

! ! 

II. ! 

III. 

IV. 

V. 

\ I. 

V. <1, 

; '*!<!, | 

;*/•!> ^ 

!•/-!>', 

Mo, 

i y -1 > 1 - 

V. — I , < [ . 

1; — i [ > i,! 

s 

1 

V 

(7.— I |> I, 

’ |o> 

| 7. — I | , 

7. '<!-/, — ! j. 

jj 7. ; •< 7. — l!. 

;*'>[*— i[.j 

1 7 ' 1 <! ,/C 1 ! • 

|y. — ij. 

| X | > | 7. - 11. 


i V, 

I 

! 1 

i 


Y. - l 


7.-1 

7. 

i 1 

i — /. 


Y. 



*0 


-r- {/1 “ X 0 


I po 


2 

75 ; 



1 5o 



I 0 | < 


! x 


^I(°| 0) = ^ (I “ 2 Q 2Q 4 -h 2Q 9 -b. . .V 2 , 


x'r/.y i — — 


x(y. 0 ) logo 


o) 

x(*o) ' 



.1. 

N’UMER 

os d’ordre de la region. 


,, 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

\ aleur de t . 



z 

— i 

I 

- I ± Z 


1 


J qz T 

qz I H~ t 

T 

Z 

■ Yaleur de z . 

T 

T ~ I 

T 

± T — 1 

I 

l 



i 

i zh t 

T 

T 

±1 — T 






TAB LEAL' DCS FORMULES 


I <1 ] 


CXXII (suite ). 

i 5 ). 



XUMEROS d’oRDRE RE LA REGION. 

I. 1 If. III. 

Valour cie / E t — e ; > 

V'-i 3 ; * j y^i—£ ;i y/i —x. i yii — \ V. 

i 


\ aleur de y^i-io — e 3 

_vX_ 53V - z , ±.iy/i l —i 3 Si !y. ■ 


| 

Vaieur de y/E] — e 2 

i 

y/ £ i ^yM — x ; v 7 £i — £ : > 

|Valeursde El ,E ai E3 

2 lj H i[. 1 -, 

! 


I 


NUMEROS D’ORDRE DE LA REGION. 


IV. ; V. 1 VI. 




j 

Valour de y/ Ei — e 3 

*Vm — vO —y. 

i\J'- 1—^3 A'^1 —-3\X. 

1 

V aleur de y/ e 2 — e 3 

— i \/zi — £3 , —£ y/Vi — £ 3 y/ 1 — X: _l_ y/£i — £3 V t x 

i | 

1 ■ ■ 

Valeur de y/Ei —e-> 

zh v /e 1 — 3 3 y/*x | /y/si — £3 v A x i / y 7 £| —£3 

! ’ ; 

Valeursde Ei,e 2 j e 3 

£ 2> £ 3j z l | s 3? -2 j £ 1 | 5 3j 5 1: £ 2 



( 7 ) 







CALCl'L INTEGRAL. 


CXXII (suite). 

\ \ = Ve.-es = ^/.j^--.(oIt), 

I v 4 j— h 3 = \/t^ J:, (° I T) - 

1 9 )- 

La partie reelle ties radicaux qui figurent dans Jes formuies suix antes 
est positive; \ t — r = i \/1 — T. 

Si /. est dans la region II, on a q = — Q, wj = , oj 3 = =fc -+- o 3 : 

r. = hj. r l3 = dzu 1 -~ n 3 ; 

7Z i ^TZi 

Si(fi -.) = e~~ 5i(v | t), %(v\z) = e - > 5,_(v | t), 

2r,(c : t . = 2r 4 f t- J t), | t ) = Sr 3 (p | t). 

On pent d'ailleurs employer les mernes formuies que dans le cas ou /. 

est dans la region I. 

t 

Si /. e-t dans la region III, on a q = e l — r ' , coj = Qi zb Q :} , co 3 = ; 

r , — Hj zz h 2 , r iZ = n 3 : 

(rirl") = ^ '* J i±ta_ 1 — 3 "i(i t), 

- / i- i \ /— ±— „ 

^ lTEE t j'y = v‘ ±Te 1±t ;j 3 o |t), 

- i ( | ' j = v/i —T Sr 2 (p I T), 

TZEX j ~ ) =e ~*" i v / ! ±X< 7 ±r Sr t (o|T). 


Si /. est clans la region IV, on a q — e 
rj = h 3 „ r i3 = — Hi dr h 3 ; 

r. lV\ 


5 W 1 — ^ 3 -, 03 3 ~ — ^1 : 


' 1 \ 


_ i 

T I 


-— (3rp 1) —71/ ^ , 

= e * \/t e T 1 t), 


7 t / t' 2 

-;—(1 rp 1) — 7T i ^ 

■e * /t<s t 2 t 4 (p|t), 



CXXII (suite) 
(9; [«"'<?]• 


( L ! - ) = e 4 /t e r " l ( r ! t ), 


( “ ! ” ) — e 4 s/t e ' " 1 5 :i ( r ; t 1. 


Si x est clans la region Y, on a q = e T , Wi = ii :i , cu 3 = — £>1: r a : 


r - — it,: 


/ , , N _ ZjZj _ ‘_X£_£ 

^r l (1| T ) = e 4 e <! ^i(Y , T >, 

^r, / i t j =z <3 4 /t <? T ^i(r 1 T l, 

/ , ' _ZEi _ 

Sr 3 (^ t j = <? /re * 2r 3 (t--1 t.k 


't e T .j 2 <' r t ). 


Si x est dans la region VI, on a q = e= l ~ T , ojj — i- <>1 - 4 - £;}• w, — — £- 

v, j = qz 11] -T- 11;}, q:j — Hi ^ 


.j 1 1 — — ■ -.) =e ' 3 ^‘ v /_= 1 — r Sri(c |t>. 

' T ” I 


Jj., ( - z ) = <? ■» I — T 2*3( r ! T). 


-*3 


■T5i((' . T), 


(dbr) = '"‘ J= '^‘ 

On peut aussi,.quand x est dans la region VI, appliquer les formu 
concernant le cas oil x est dans la region \ . 





C.4LCUL INTEGRAL. 


I .itj 


CXXI1 (suite). 

('ro). 

Dan- le cas ou /. est tres petit on pent fa ire usage des relations sni- 
\ antes. oLtenues en negligeant x 3 , et dans iesqneiles, si 1’on se donne seu- 
jr-ment */.. on prendra pour \ f ii — s 3 la valeur que Ton \cul, par exempie 
le numhiv i. Les logaritlimes qui figurent dans ces formules sont les deter¬ 
mination- principales. 



En negligeant x 2 on a de meme 


: 1 — g ) sin ” r ? •%( o | •:) — i -i- 2 cos*47 cp ; 


’■2 ‘ t' 1" * = y-* ( i -E - j cos t. c; ?j !{ < e | t) = i 


— - COS‘2 TIP ; 


= ( 1 7 ) M \/ : 


-1 ~3 • 


1 




1 


s’/ : . j - — 


~ ( i — 7 j sim ttc) e b : J2(w I w 1} tu3) = — j sin 2 7iej e# 

i , » 


y i*j ., oj- ; = cost tip i e b 


! ! Wj, W, ) == ' Z j -Ssfl — t) (~ 


z(u | ojj, w :} ) = (1 -h ~ si n~izvj e* 


cot-r ; 


jn a ] (oj. (jj 




i--\ n- 


f/. /- ' v. , i x\ on ( u, x) 

- -= 1 •—- — cos- ( 1 —~ \ u \ --—-— t — 

( 1 ■ ‘-j )// 4 * 4 cos (r-^ u 

dm if, x) — 1 — - sin 2 ( i — — ) 

a V M 


sin 2 ^ 1 


x\ 


4/ 11 ’ 




TABLEAU DKS FORMl'LES. 


CXXII (SUITE ). 


Dans le cas oil z — i — z y est tres voisin tie i. on fait de memo smixmo 
usage des relations suivantes : 


(Oi \ £j - 


z,» — i —z: 


>2 |' i __ 1 ( l _' / y __ ^ 

4 . >- J ± . \ 6 i , 


i f» 




9 y *o 


64 / ’ 


~ ^ z„ ■! j z*; ( i •/.,! [ i z-* ^ i f» 

6 38 \ l (j i i J8 j , /.(( 


z,,-. I i x: 


r ‘ -> 6 \ 4 61 } s ~ l 

j, __ { ‘/-it 13z-j_Zo / 3z 0 \ j oo .j£». |£'_ ” 4 z ; > D/.-, 

4 64 i v <3 / Zy ' •> _ f r> i / 

_ Hi = ] 01 y ^ ^ : 

z 5 16 •.> h4 


1 ( a j c«){ , OX;) 
a | o j i. c.'j 3 1 


2 ( it t to 1, OJ- 


— (1 — ~ J u^zx— s,; 

4 / 

V^i—-3 '• 4 ' 

1 — ^ sh' 2 (T:u’)^ e r * : 

/- / Z (l \ r 77tr 1 ch( -(r 

;<« 1 Wl ,«o a . = /*,-*, —3- — simxrrr 

p(«!a JljW ,) = (- il -s 3 )(i-^) • 


I -7- SJl~( 71 


{7ZiV> 


71 - vV 1 

= eli (Titr \e 6 : 


sn ( U. Z ) = I -r 


*0 


v sll ( I — '-7) l{ 


ch I-- } 

\ , 


C11 ( It, z) = 




ch ( I - ^ ) It 


<ln ( it, z j = 


, 4 sh» (.--?)« 

4 ' 4 


ch ('- t) 




CALCUL INTEGRAL. 


CXXIII. 


Cfts f>u s 2 , z. sent reels; z { > o£ s 2 > s 3 ; y . 2 > o; '{3 = 0: Q > o. 
i £ : , z. 2 . £ ; . sont donnes, on prendra 


i I on se donne seulement /. < i, on fixera arbitrairement b* no mb re p 

t j \ E; — £3 j et Ton prendra 


” * - \ 
—~ * *1 “ 


%*—l, x — * — I , 

5 (^1 —S 3 ), $3 = -;- (s, 


H = 


II). 

I -r- | J /1 — V. | 1 

X ' J U „\ 13 


" b 3_a (b 3 /- ,5 (+‘5o(ip)V„, M/y |, 


X = - , l — .f-, 

X 


w* = 


iX 


v ; x — j v/x I, /wt = j /wj" 


■ 7 “ 




- X logy, 

£\' _ 0J; { 

X to/ 


< 7 s 


iicu. to, — “ I — I — ^6 ■ T-^ 

3 r 1= -L_ 5 Z££lz> 

i-icu, &;<o|t/ 


■ . 0, — s 3 1: v 4 ] - 


- s 3 - j _ s 5 1 ; y/ z = | |. j/.;_ _ | y. A j 


V i — y. - 


v 7 !--/.;: {/(_-/.= j |/ f _ x | 


— ~~ V !Zl'' 51 ~ £s; ^ /e -~ Ss ~ / s i — 5 3: \/e\ — e 3 = 

e,= * v-s,-s 3 ; '^7=7; = t j/7 ; y/7=77 = 




FORMULES. 


TABLEAU DES 


CXXIII (SUITE). 


* 1 ! y , 


^3 O' i 

•^4 P i 


' — 7C 1 * ! s ’ n r *- — q 2 sin if- — q'> sm 5 p~ — q^ suijpt: — 

! 

1 = -Aq>{ COST- — q*- COS 3 P~ — ^COSjPr-f- q * - COS ~ p “ —. . 
i = t ‘2 <7 COS 2 P “ — ‘2 q v CUS 4 P 7 T -4- 2 COS 6 P” — . . . . 

1 — 1 ~ 3-q COS 2 P-— 2q* COS 4 P 7T — 2^ 9 COSGPTT —_ 

1 

■= 2-q+ ICOSPT — 3 ^-cos 3 p - -f- 5 y G cos 5 pt: — 7 z? 1 -cos 7 pt: . 


K = x, K f = x’. li = — t —- K ■ 


II ( u ) = 5 j 1 


H 


(JL 
V 2 K 

u 


i(ii) = -»» (■i 1 \ ) 


E' : 


2 Iv 






l II ( ! 

sn u = —-—, 

\/y 0 ( u ) 


dn«=t^MiO. 


v 7 -/. 


t) j 


0(«) 


( 4 ). 


Zi = 2 CO! P. 


. , , , 3 Ti ( p ! z ) 

cf (u a > l3 CO 3 ) = 2 tOi 

^ / , . Sr 3 (p | t) 

c%( w j 0) 1? io 3 ) = -- e~u,r n v- 

*^3(0 I z) 


j / , . 3r.> f p j -) 

' 1 ( u I to lr co 3 ) = ^—— e-<* 1*11 

's ( “ I “1. W 3 ) = | e 2to t r„ 


a«lu.,«*) = ar 11 *>-4--L |iiL|A>, 

2o) 1 5r,(r | 

p(a| t o 1I(03)= -^- r L^r|U4!)i. 

w i 4 ^{ (p [ 7) J 


T. et M. - IV. 


9 



i So 


CA1CUL INTEGRAL. 

CXXIY. 


Cas oil sj. s», 3 3 sent reels; 3 , > s.> > o > s 3 ; y, > o ; y 3 Y o ; Cj > 0 . 
Si = : . s 3 >ont Sonnes (3 j-f- % s 3 = o), on prendra 


7 - (1 = I - ■/. : 


i'on $e bonne seulement xei, on fixera arbitrairemcnl 1c no mb re po- 
ritif 3; — s 3 : et bon prendra 




— r x ^ ^ 


(i). 

1 - 1 V 7 * I 

I -+-1 Vv. I 


0 = l 2 t ~ %) +'5(i ?„) V,5o(:p 0 )'V..., Q= [ Pol, 
x . = ^ - a 0 -i- - a Q »-f . ,.f, x; = - I x„ log-Q, 






^-: > W| = Q, = _lo 


V*, 


Q i cun 7 


■ H; = JiL _ HY . 0*. + , - Qt + 3 <? r> Q 8 

11>W ;; OJ 3 • I — | — q4- i q « ' ^ !__ q8 

T ( , = ji 3 = I?;Q g rc __ ^{^1 ^ "t 

co 3 ' ‘2 0J ;j * 


\ M £ s — , \^1 — E 3 ! 3 vX ■ 




* A ' ' A : 1 1 x «-V '-y-ol, v^-o^lvO-d, vA — 

v e,-e 2 = fv[ -•/-ot 4i-; 3 , ^^7=0^ = - i v / £ 73Tt; ! 

V Ei — E S = i /s; — s . 


V E. -E : =e< V'l-Zo^s, 


• i/l’-a — e 3 = e 1 y/-/. a \f s t — t 

, ________ 7 u/ 

V'Ei — e 3 = e 4 v/£, — £o 


'3, 





CXXV 


Cas oil = a -r- b £, s-2 = — 2 a, £3 = A — B z, A et b etant reels, 

Ago, b > o, 73 ^ 0 , g<0. 


Si £* . £-2 « £3 so at donnes (£i-f- £ 2 £3 = o), on prendra 


__ £ 2 — £3 _ I — d A t . 

’ £-1 — S3 2 2 B 


Si Ton se donne seulement x, on fixera arbitrairement le nombre positif b 
et Ton prendra 


2 1 2 — x) 

Si =- 5 - Bl y 


2 (2V.-I) , 

--n t, -3 ■ 


2(x-M) - 

—— Bt. 


On form era successivement 
6 tel que Ton ait 

tantr^ = 


(0* 


o < 4 / ^ ; 


1 r '1 /i 6\ 5 „ /i 4A 9 - /i tl 

1 0 =3 taag t ^ 2 1 tang t ) ^ 10 U tang 4; +130 (3 tan§ 4 


0>\ »S 


i JL 
Q 4 = e 8 

/TT •!> 






v X = 


| s/'i sin & 

C0 3 — CO 3 = = 


> V 


sin tb 
B 


| s/'i sin | * 
(i-H 2Q 4 H- 2Q I6 -h. . ,)2 


/fii = | /S2 t I, 


C0 3 -Ci>! 2^3- 2 Q j . I 

- : - = - : -= -- l0£ ~ * 

l l 7Z & Q 


011 le losarithme est reel. 


T _ S3 _ 


Qi I-j-'Z* 


Hi = 


2r.- 






ISQi Si — Q- I — Q 4 1 — Q 




t 2 t’'(o|t) 


12Qj S'; (o | T) ’ 


_ fijH, T.i 

«3-—> i;i = h,-h s , i)3 = h 3 . 


TABLEAU D£S FOR.MULES. 


133 


CXXV (suite). 

(n [suited. 

-i /nr; -4 *■ - '/ b 

' /E ‘- E2 = iV / ihr, e '■ E ‘- Ei = i\‘ nsi 

3 T.i _ 2J 

\J Eo — E 3 = 1 \i '1 B * e 4 . 


V Es 


■ e 3 = _ v'2B . e 


sf El ~ E 3 = |/ -At e 2 : 

sinu t 


v'e.-e> = |(/ ^j ei - 


(2). 

2?! (p [ T ) = 2 QV[sin vr, — Q 2 sin3 pt: Q 6 sin5 pr — q : - sinjur —. 

2T 2 (p I T I = 2 Q^ [COSPTT -r- Q 2 COSdPT:— Q 6 COS 5 PIT Q l ~ COS 7 PTT 

2r 3 (p | T ) = I + 2Q COSSP'T -f- 2<V COS4P - -r- 2Q 9 COSGtt -f-- 

2^(p | TJ = I — 2 Q COSAP'T 2Q 4 COSj^r- 2Q 9 COSGpt: —. . . . 

?j\(v [ t; — 2t:qT[cosptt — 3 q 2 cos 3 pt: -r- 5 q 6 cos 5 pt: — 7 Q 12 cos 7 pt — 


( 3 ). 


u — 2 &iP. 


^ ^ | »jp \ 

" ( U 1 W l5 OJ 3 ) = O' (u ] O l5 031 = 20! J e ' 2HlQ 

3^1 (zi ] toi, to 3 ) = Cm> ( u | Qi, , 


2f.-> ( p | T ) 

c"2 ( w | w 1j w 3 j == O 1 ( | 0 1 , Q.Z) = 0 | T N 

(pi T ) 

^z{u\ OOl? L °s) = ^z{u\ &lj &3 ) == Cj. | T "j 


1{ U \^U <*> 3 ) = £ (« I &i, ^3) = “ 


, 1 St»(p|t ) 

w_r 2£>! 2r a (p | t) ’ 


Hi__I_ _f* [" ^(pItj I 

fil 4 ^f dv L^i (H T ) J 


p ( u \ Wl, w s) = 




CXXVI 


Cas oil Ei — x — b i. I* — — 2a, £3 = A — B i, A b etant reels, 

A XO. B > O. '[:i = 0, (J < O. 

Si Ej. Ej sont cl on n es 1 Ej. — £2 -r- s 3 — 0), on prendra 

£» - S-t _ 1 __ 3_v L 
Sj — s. a ‘ a b 

Si r*jii -e donne settlement on fixera arbitrairement Ie no mb re positif b 

et l'«»n prendra 

afz-hi) . 


B L, 


2 ( 2 '/. — 0 
--- B l. 


U). 


On forme ra suceessi\t*ment : 

g tel que I'on ait 


tans'- = _ O' 
' * 3 A 


l I - / 1 s . 3 « / l O \ 9 _ / I CO \ 1 

T V — - tang 4- — 2 - tang M -f- 1 j - tang 4 -b 1 jo - tang a 

* 4 \A 4 / \2 ° 4 / V‘2 * 4 / 

01- 


v 7 * = n 


Q + = e * 


i V ' 1 sin c- 

fjj_ - to 3 ) — l o 


j J/1 - 7 . = 


-(H)' 


- L /sin9 

!ai ~*iv at 


| \/‘2 sin cp | 

incp j (r -+- *.>.<y* -4- 2 Q ig 


CO 

COS 2 A. 


^ ^ 2 ZQ t . i 

o i —p~ 0J3 = 2Q3— sy ~ ——- log 


oil le Iosaritlime est reel. 


Qi 1 — 'Z 7 


H t : 


2 ~ 5 r q 3 

MP.J o t [1 — Q 2 


I — Q + I — Q 6 


J _ _ 1 &T(o |t) 


I2&j 3 , ' 1 (o]t) 5 


H 3 = —:- 


, (2 £3 O 1) H j i II! 


-j = h 3; ^3 = h 3 — Hi; 





CXXYI (suite j. 

* 1 i [suite]. 

v /,— 7T. = i\ 4^.“, v'e ; -e s = ( iT ^ «“ 


\/e. — E 3 = V 2 B <? 1 , V' Ki — E- == . V B « S • 




V 7 e 

■ = i[ | r 

B ~ 

V'^ 

1 

— i: 3 = 4 

B , - 

4 




>111 3 



1 

sin 0 ( 


%i(iw | 

t) 

= ■ 

1 

2 4Q+ [sh (cpt: i 

— Q 2 sh. 

\ 2 ■ 

J CP“ ! H 

- Q° 

Sll ■ J CP - ! - 

0 1 - sh U 7 

' W ~ ! - O' 

Et 2 (i w 

1 T) 

= 

2 . 

2 Q + [ch l CP 7 T } 

— 0-ch < 

3 CP T. ) - 

- Q'* 

cli' 5 cp- ) — 

(h- ch ( ; 

' CP T. 1 -T- . . . ] , 

?j 3 (iw | 

t) 

= 

I -f- 2 Q C ll ( 2 CP 

-) -r- 2 Q ’* 

• ch(4 

-j- 

— 2Q s * cli 1 6 cp 



2r 4 (i w | 

t) 

= 

I - 2 Q Clli 2 CP 

TT ) -T- 2 Q ’* 

ch (4 <p ' 

") - 

- 2 Q’-' cil ( <> CP 

t: . -T-. . . 



1 T) 

= 

.1 

2 t: q U [ch ( cp ?: 

) — 3 Q- c 

h ( 3 cp r / 

» -f- 

3q g chi j cp’t: 

;q 1 ' 2 

chi 7 CP T.) -S-. 


( 3 ). 

u — i i o j (r = 2 / ( to i — to ;j ) cp. 

O' l, U I t 0 1? to 3 ) 
a' 1 (u | to 1? to 3 ) 

o' 2 ( Z£ | CO 1J to 3 ) 

0*3(11 I 0J 1; to 3 ) 

£ ( u I to 1? to 3 ) 


- % (iw 1 t) ' 

| t) 

L L 


p(u\ <*>!, W3) : 


a 1 Hi 


(iQ.i)- (‘2 iQ. 1)~ dw 


= 3 (u j p 1: o 3 ) = 2/p 
— U \ - - 1 ' 1 “ 


= o 2 ( ^! p-i, ^3) 


- .j , ( l CP T ) 

£ 1 1 
l —^-;— 7 - e _: 

lw \^ ^ — 2Hj£ 2,tv■ ^ 
g - 2h 1 <1 1 1V’ 5 ^ 

q — 


O 1 

T ) 

S’ ■> ( i CP 

! t) 

--2°; 

t; 

?J3 ( i CP 

1 t) 


3*3(0; t) 

r u 


Pi Hi _ i_ (iw ! T) 

(zPl ) 2 -iZPi 1 o. - , 

v - 3 i{i cp j t) 



CXXVIL 

(i). 


Si Ton se donne deux nombres 3 el k teis que | k j < r, | kz | < i, on sa- 
tisfera a Fequation 

sn(M, k) ~ 3 , 

en posant 


u = j 'i.(k-) log(t; -r- /i — ^-) — yA — J 2 ^ 


i .3 .. .(2 n — j)~] 2 


2.4... 2 a 


']***»£»(*), 




. 3 .. .(jv — i ) 


/c*v 


ffi(- * : 


2.4 


-• r -3 _u m -b 


2.4 ... 2 V 

•2.4... (2 — 2) 


et ou Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinations que Ton 
vent de / 1 — 3 2 , puis celle des determinations de log(i*3-t- sji — z~). 

Si Ton se donne, en outre, Fun des deux nombres z' tels que l’on ait 
z'~ = (i — z' 2 ) (i — /c 2 3 2 ), la valeur de u, calcuiee au moyen de la formule 
precedente, satisfera aux deux equations concordantes 


sn(z^, k) ■ 


d sn ( u : k) 
du 


pourvu que, ayant fixe sji — k l z- par la condition que sa partie reelle soit 


positive, Fon choisisse pour /i —3 2 la determination 


( 2 ). 


/l —£ 2 3 2 


Si Fon se donne deux nombres 3 et Jc teis que | k | < s , | z | > t, on sa¬ 
tisfera a Fequation 

sn (u,k) = 3, 

en posant 


a= AX(I_A*)+ U (A-*) log I k _ 






~ I . 3 . ..(271 — l) ~[2 
L 2.4... 2 n 


n~ l 


']■*"«• (e)’ 


ou Fon a fixe arbitrairement celle des deux determinations 
de 


que 1 on veut 


! |/ I_ PP’ P uis ce ^ e des determinations de log 






TAB LEAL' DES FORMLLES. 


I 07 


CXXYII (suite;. 

(2) [suite]. 


Si Ton se donne, en outre. Fun des deux nombre? tel? que Fon ait 
z- =(1 — z 2 )(i — k-z-}. la valeur de u. calcuiee au moyen de la formule 
precedente. satisfera aux deux equation? concordantes 


? n ( u . k 


d s n ( u . k j 
du 


pourvu que. ayant fixe |^/ } -L p ar ] a condition que sa partie reelle soil 


positive. Fon choisisse pour ^ ^ 1 — p—; la determination 


/■ 4 / 1 - -x 




On donne p, z u z 2 , et Fon suppose 


1 — \f i — x 


y 1 — x a son argument compris entre — ~ et ~ , p — ^ . 

(H)v 


Bi = A( ; S 4 j — 1 , B 2 =Bi~(-j j 3 4 , B.i = Bo 

- _ I I ~~ n . 

^ ” fl i-m'F 

II designant celle des determinations de II = y 7 1 — x - - dont la partie 

reelle est positive; les determinations de /si — s 3 , \J\ — z 2 , puis celle de 
log(^-~ i y r— z~) sont fixees arbitrairement. 

Dans ces conditions, on satisfera a Fequation 

P(“J T-’ 73; = p ? 

en posant 

iyzi—zz[i-T-Vi—yd 


Vi — - 2 


/ £ 1—% (n~ y 1 — x ) 


Bl- 


2.4 _ 2.4.6 , 

■ B 2 -3 8 -H — B 3 - 5 -i"T7-^— 

1 3.o 0.0.7 





CALCUL INTEGRAL. 


lob 


CXXVII ( suite). 

(3) [suite]. 

Si Foil se donno, en outre. Fun des deux no nib res p r tel que 1 on ait 
p'- = 4 p3 — Y-i p —y ; >, la valeurde u, ealculee an moyeo cl c la ionnuie pre- 
cedente. satisfera au\ deux equations concordantcs 

p(it\ y-2, vs) = P, <p'( V2» Vs) = p '» 

pourvu que. ayant fixe /r—(V par la condition quo sa partic reelle 

soil positive, on premie — - egal a 

V s i ~ £ a 

— p f (i -4- y/1 — v.) ft — 

(p--2) (p—03) 


CXXVIIL 




NTMKROS D’OUDRE 

DE LA REGION. 




I ou II. 

III. 

IV. 

V 011 VI. 

1 7 . — 1 ( : 1 , 

| x | y j 7 . — 1 1. 

E 2~“ £ .-) 


! v. < i, 

//. <; •/. — 1 ;. 

xi;.-t, •/.—i|>i, 
|v-i; ,7. —j|. 

1 •''•!> 1, l>'-—1|>». 

£ t ~ c 3 









i 

- / 


Lcs arguments des 
racincs sont com- 

tc t: 

prisentre — -et-* 

4 4 

Valeur de y. 

‘\f 1 — */. 

4/i 



V I — X 

Valeur de~. 

Z 





Les racines sont 
determinees de fa- 

/•>- 

. /*• • ^ 

i / x '~ Zx 

/[>—?! 

V' P— So 

i P—3! 

V i*-s a 

y p — £2 

<;on que la partie 
reelle de Ho solt 
positive. 

Valeur de c.. 

I 


J /1 — X, 

i 

Lespartiesreelles 
des racines y/x, 
y/F— x sont posi- 
lives. 

IVaieur de R. 

t 

1 p— e 2 ) (p— s 3 )|(p-—£ 3 )(p_ £ i ) 

(p — e 3 )(p —Si) 

(P—£l)(p—S 2 ) 







TABLEAU I)ES FOR311 LES 


On clonne 


CXXX III ('suite 

■-]. ?. \ >r teis qne 


Pour determiner une valeur de u \ erifiant le- deux. equations e meor- 
dantes 

}*' u : 7o. 7’, i = p. j*’i u : 7^. 7 . > = p’. 

on form era d'abord les quanbte- y. FIs. Ft ddrnvs le Tableau precedent . 
puis les quantile- 3 z tt . y\ i. S a?: mu\ en de» form ales 



0) - - B U) uj (J 


B 2 0~2 T- 04 Bju ; 

3 . ) 


•>. i.S) 




Si, en formant S ( 
inforieure a 


on s’arrete au terme en z] n 1 . Terreur commise est 

! oyi~’, I 


(n-~ i) | /U /l -F 2 I 7 :, 


On remarquera que h 3*) peut aussi etre calcule au moyen de 



par la formule 

X ( 3 ,* 1 — -7(1 ac> -f- 2o 4 — 2ip }- ([ ~ 7 r- 

Geci pose, on a 


‘2 A( 8 4 ') S,, -i- / V 1 - zf t ) 

ip V Xl ~ (I-/ ) 2 


2 \U- 


? \ -s-yj- 


pourvu que Ton prenne pour \Jz x — s ; >. \? 1 — z~ des determinations de ces 
racines pour lesquelles on ait 


\A — ~jj = — P'pfl-r-y/Hl— Sn-.r) 

vX — S3 2 R sf 1 — 3 4 -o 

oil la partie reelle de /i — J3 4 est positive. 
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CALCUL INTEGRAL. 


GXXIX. 

Cas oil y 2 et T* sont r ^ s - 
( 0 * 

Si Ton est dans le cas du Tableau (CXXIH), on conservera aux quan- 
i. 

tiles 3. q , £ + , x, x', Wj, o) 3 , Yp, r i3 la signification adoptee dans cc Ta¬ 
bleau. et Ton appliquera les formules (CXXYIII) qui correspondent au cas 
oil x est dans la region I. La quantite |3 0 est alors egale a (3 ct est comprise 
entre o et y Q ; on prendra pour — £3 sa determination positive et 1’on 


A(P*)=|/s, —s 3 | ~ [l-H v/l — *]’• 


Si p est reel et plus grand que &i, z Q est reel et compris entre — 1 el +1; 
o designant Punite positive ou negative suivant que p' est negatif ou po- 
sitif, on prendra pour 6 une solution des deux equations 


1 = cos0, 0 | sj i — ^5 | = sinO, 


et Ton aura une solution reelle des deux equations concordantes 

p( H ; Ya- tO = p> p'(m; 'ii, rs) = e, 

*2 sin 0 


par la formule 


„ W 1 A 

U= - fj - 


I V'V 


[jh- t x i — 


S (cos0). 


L erreur commise sur S(^ 0 ) en s’arretant au terme en z'l est moindre 


re que 


2 | /4 71 -h 2 | Io4 " ' * 

En ne conservant qu un terme dans S (cos0), Perreur commise sur u, 

. , 38 

sera moindre que —. ^.. - ou que 


45 \/ £ l — 2 3 | 


IO 10 | ^£, — 63 | 


(2j. 

Si 1 on est dans le cas du Tableau (CXXIV), on conservera aux quan¬ 
tiles J3 0j 0 , Q% Xy, x f 0 , o i? q 3 , t, e u ii 3 la signification adoptee dans ce 
Tableau, et Ton appliquera les formules (CXXVIII) relatives au cas oil x 
est dans la region V. On aura 


).(ss j = 1/1^141 [,+ ^p 

2i~ L V J 



CXXIX CsL'ITE). 


' 2 j [suite]. 

Si p est reel et plus grand que z 0 est reel el compris entre i et >-; 
on prendra pour 0 la solution reelle des deux equation' 

g 0 = chQ. 

ou o est egal a — i ou a — i, suivant que p f est negatif ou positif, et Ton 
aura une solution reelle des deux equations concordantes pm; y 2 , v 3 ) = p. 
p' (il ; v- 2 , v 3 ) — [/ par la formule 

to 3 . 9. sh 0 - / , a v 

M = 0 — —_——-r-—- b(chO). 


En ne conservant que deux termes dans S(chQi, ferreur commise sur u sera 


moindre que —i — 1 0 _ ? et, quel que soit JBo? nioindre que - 

28 I /5i- s 3 I ’ 10 s 


\/i t — s 3 ! 


Si l’on est dans le cas du Tableau (GXXV), on conservera aux quan- 
1 

tiles a, R, b, j3 0 , q, q 4 , x 0 , x' 0 , n 1? & 3 , T, Hi. h 3 la signification qu'elles ont 
dans ce Tableau, et l’on appliquera les formules (CXXYIII) relatives au 
cas oil x est dans la region III. On aura 

— id . b . Q , . , 6 I / B Gt>i -7- to 3 

y = e *, p 0 = it ang|-, A(cos- - j ^ 

Si p est reel, plus grand que so, on calculera successivement les nombres 
reels a, £ 0 , 0 , it par les formules 

tang a =- 5 o < a < 7 . 

b fb a\ n 

Go = cot > tang ( 7 - ) = cos 0 , 

4 \ 4 4 / 




/ . x . b — a 

4 / sm - sin -- 

y 2 _ a 

. d» / b a \ 

sin -7- cos -7 - 

4 \4 V 


toi-4- to, , sin 0 | /sin 6 ] G N 

- t) -i-j- 


Dans ces formules, o designe l’unite positive ou negative suivant que p r 
est negatif ou positif. 




CALCUL INTEGRAL. 


CXXJX (suite). 


Si Ton est dans le cas du Tableau (CXXVf), on conser \era aux quail- 
i 

tires A. B, 3. 3 0 , o. Q 4 , x 0 , x' 0 , Q :i , T, Hi, Hi In significalion adoptee dans 
ce Tableau, et Ton appliquera les formules (GXX\ HI) relatives an cas oil x 
est dan- la region IV. On aura 


: /fan-- 7 , l( [ 3 4 ) — \ cos 2 j | / 


/ , <p , / b to ;{ — tO, 

i cos 2 1 i / - —J . 


\ | y sm Cp I ‘X i 7t 


Si p est reel, plus grand que z-i H—:— : 

13 i - snlC p 

nombres reels a, z 0 . G. u par les formules 


? on calculera successivcmcn t les 


Langa =—-—? o < a < - (t:— ©), 

P — A o v • n 

o / ® a \ 

-U = cot tang A- -j- - = cilO, 

4 V4 V 

■n I . / - x . cp -+- a 
o | / sin - sin 2 - 

/-u — 1 — -—--— sh 0 ' 

• ? / cp a \ 

sin cos h— 

4 \ 4 A / 

w _ - “I 0 + 1 O' 11 ? I shO g 

2 | /b | COS 2 A 

4 

Si p est i eel, compris entre zo et z. 2 -t- » on calculera successivemenl 

les nombres reels a, z 0t 0, u par les formules 

tan-a = -A- , o < a C - (-■+■ '■?), 


O / 2 Ci\ 

-o =-coti tang — • ) = —(chO), 


. X . OL 

sm - sin — 


sm cos - 


U — OJj -f- CO 3 


0 + I V / - <il1 ? I sh0 o, , 

: I /-, “,9 ( ' ,0> ' 

2 | y b | cos 2 -T 

4 


fumuks, o designe 1 unite positive ou negative suivant que p' 
e-t negatif ou positil. 1 




TABLEAU DES FGRMULES. 

INTEGRALES ELLIPTIQUES. 

o-., <r> so NT OHS xu.mbres reels. 


cxxx. 



Cas ou Ci 

. e a, €:) son l reels; 

e\ > f -2 > <?s- 


\CXXIIJ) 

, (CXXIV., 1 

CXXIXi-o en supposant e\ — z\ : e-. = z* 

•^=£.r 


-O k 2 — 7 






Fis. A. 




\ 

Plan des r . 

/ 


[o] o,~ [- 

^3l 

\ - - 1 

1 ~,0 iX.-'j.yj ! 

+ 1 -*■ 

£>,H- [W 4-, <9 

la] 

+ 

-,0 - 

- J + 

j -.O 

/ \ 

/ ' 

/ \ 

/ *“ > ~ 


T-C5C 


Plan des u 

/ 

\ 

\ 

\ 

c/<?s i'. 


CD n _ _ 


_q CD *,+ CD 3 

imagedelrj) 


[®3]| 

(^) 

| 


Acu 3 L- 

W1 ; 

-R r - 

l 7 **) 

—4 0 j, + ^ 0 J 3 

| ^ 

!i 7 ,agede(rc) \ 


\q\ ! 

j 

— CHj - i_ 

) 

--r- 2 -~- 

(^) 

j'e-l -co q 

r ‘ , 

-4 Oj-j- 2 <A3 

| W 

1 C^ f«— 0 j o 

e 3 g 2 P ej 

\ smagedelrj ) / 

i rcage de ( /*-> ) 

Voc 



* o 

\G 2 < 




Dans le plan des v, les valours entre crocticts correspondenl au plan 
des u: dans Ie plan des u dies correspondent au plan des r. 


p = /it <?( — p ej —■ Cz A 1 Ci eg 



ou (0 u co 3 sont formes au moyen de e u e, comme dans les formules 
(CXXIII), (CXXIV). 










TABLEAU DES FORMATES. 


M 3 


m — e± 4 


CXXX1 (suite j. 

e x — e 


kk\ ni = e* — ——:——— kk . 


r 2 dy w 3 — «1 

Xj/Vi 


<T > O, 


dv_ 

r/r 


f x A l L - 

/ t/Y ~ 2 


r 1 " r . / r ! r/r 

I -— = tu 2 , <4 O, I - r = tui 

A -vT 1 -vA 


ou Wi, wo sont formes au moven de e l: e 2 , e 3 com me dans les for mules 

(GXXY), (CXXVI). 

CXXXII. 

Substitutions lineciires. 

{i). 

Z = A^ v 4- 4 B s; 3 -f- 6 G x; 2 -f- 4 EM 4- E = A (A — ) (A — ^.j,) ( ^ — -3 V ) ( .c — 

Y = 4 y z — g*y — gz = 4(r~e a )(r — ep) O' —e v ), 

= AE-4-3G 2 —4BD, = AGE 4 - 2 RCD — AD 2 — ED 2 — C*, 


■ Zo 


T 1 ry 

y — 2 V z 


y 


__ j- z" ~ ~i— ? — c ^ z — dy 

“ 04 ? ~ —V \jZ ~~ —/y’ 


JK e % — T (A — -u.) < — - V J -~ ‘ 

4 - — -0 


( 2 ;. 


1 z; 


^ = ciA^v'z = ^(^--z;)h/z. 


(3) A 5 = o. 

L=(sj —s,)(- s -at), M = (; 3 -x; 4 ), X = l=i—L = .M-i-N 

-, 2 = Y' i-3= A (L-+-M)(L-f-A T )('.M-Nj; 

*“ 24 4 J 2 

G A A 

e a —- 7 <M)Ap 4- SfA~v) = 74 [(-p •+" z l) z 't) — ‘ 2 O). A 4- - 51 ^ 7 )], 

24 * 2 

e( 3 — fiv = -j- (- 3 X — 5 p)(“ij. -v), e " = *7 (~;j. ~o)l-v — -J.), 


ea — e$= t(-v — -p)(-X — 
1 4 r 


T. et M. — XV. 



i46 


CALCUL INTEGRAL. 


CXXXII (suite). 


( 4 ) A = o. 


Z = -r- 3 bz 2 -i- 3cz d = a(z — z^) (z — z v ) (z — z p ), 

& ~ ~ 7 (b- — CLC) : ^3 = 4: (3 abc — a-cl — 2 b :i ), 


I rjU 

eu-^7 Z p , 


ly// If7 // 

— z, v , e r — — 


it u / ct 

— e '{ — 7 — z \1)1 e- — e a — — (z ^— - 5 p), e a —= - (.Sp — , 


CXXXIIL 

OM Z c/w troisieme degre et adniet trois racines reelles 


a> 0 ; e s -e a = |(~ a -* a ), ^-*,=^-,33), 


^ 1 ^2 — 7 (-Si —— xJo)) /c~ = — --• 

4 z :i 


T dz 


L.lv'zl 4 |v/zj 


T Zi J±__ _ r 00 ^ 

i/zri i/z]' 101 ’ 


ou a>], w 3 sont formes au moyen de e u e t , <? 3 commc dans les formules 
(CXXIII), (CXXIV). 

CXXXIV. 


Z = 4 j(i — z ) (1 — nz). 

«>i; 3«, = 2 »-i, 3e 2 = 2 — n, 3«, = ** = I, 


* T* 1 rZs 


J-J\/Z\ J L WZ l i |/, 


W.3 I f tl—\ 


n\ \ n 


r j=_ _ /- * , /r 

i. i/srj it?] ,= ra x U 



TABLEAU DES FORMULES. 


147 


i > n > 


n < o; 


w > 0; 


o>n> 


CXXXIV (suite). 


o; 3 e* = 2 — 3e 2 =2/z — 1 , 3e 3 = — 1 — /i 5 A 2 = n . 


J x :v'Z. 


Yz. 


/. l/z, A ! v' 


■ v'Z 1 
dz 




v/z. 


wj = xi n); 


3^i = I — 2/1, 3e 2 — I —5— 72, 3e 3 = /l— 2, A 2 = 

1 


d z _ ^>3 

ITzf “ *' 1 


1 ^ [ n 


n — 1 ) 3 


Lm-f. 

/ dz _ y- I / I \ 

A I ✓Z | X i /z I “ “ I i x iT^J- 


A — 4-^1 -f-^)(I — 723). 

3ei=/2-i-2. 3e- 2 = n — 1 , 3 e 3 = — 2/1 — r, A 2 = - 

1 

T* -1 _ T n dz _ 0)3 _ 1 / I \ 

A_„ Iv/z| X lv/z| 1 I A + il x U + i/ 

y® rfa _ y“ dz _ 

A, i/zrJ, 1 /z i _ 1 


| /n 

-1; 3 ei = i— n, 3 e 2 = i-t- 27 z, 3 e 3 = — 2 — 72, A 2 = i-h//. 

1 

^ CO 3 


T n dz __ p 

L.wrL 
I iWi = X 1 \/z 1 


l/Z| *' 

d: 


x(- n), 
= o)i = x(1 -f- 72); 



CALCUL INTEGRAL. 


CXXX1V (suite). 


< — i \ 3 ei = i — n, 3e 2 = — 2 —- 


\e z = i -t- 2 tt, A 2 


£m-t 


dz 0)3 T 


'/*'■ * T“ ds _ _ 1 , /L±_ 

./, u^-i /✓Zl” l/^l ' " 


CXXXY. 

Z=(i + ^ ! )(i- A 2 - 2 )- 

/ 2 > o; 3ei= A 2 -r--2, 3e 2 = A 2 —i, 3e 3 = — 2 A 2 — i, A 2 = — 


^ ^ __ _ 1 

IT!] “ T - | v/n-A* 


I lv/z 


w __ j K . 


v/1 4~ A 2 


Z = (I- 5 *)(I —A* 5 *). 

i > A > o; 3^1=2 — A 2 , 3<? 2 = 2 A 2 — i, 3 e 3 = — i — A 2 , A 2 = A 2 , 


ira-r 


^ _ _ r '/ ,/i * 

/zf 14 ' - V> i iv/z 


A > i; 3ei = 2A 2 —i, 3e 2 =2 — A 2 , 3e 3 = —i — A 2 , k-= j-, 


' iv/z: 


T — 

J, 1 /z i “ 


'"'■j 11 ' i 


Z = (l + - 2 ) (i -r- h-z i ). 

i > A > o: 3<5j = i -5- A 2 , 3e.-> = i — 2 A 2 ? 3e 3 = A 2 — 2 , A 2 = i—A 2 , 

fri — 

A 2 — i 

A > i; 3 e t = i H- A 2 , 3e 2 = A 2 2, 3 e 3 = i — 2 A 2 , A 2 = ———, 

r* = »,=u. 

J, lAi h 


Dans tous les cas, on suppose K = x(A 2 ), K' = x(r — /c 2 ). 



CXXXVI. 


Cas oil Z est da troisienie degre et cidniet une seule racine r telle z*. 


~ 1 . — ^ o; a > o. 

i 



oil wj, to 3 sont formes au moyen de e l9 e 2 , e 3 comme dans les formules 
(GXXV), (GXXVI). 


Fig. G. 

Plan des a . Plan des z. 



Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent au plan des u; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 




CALCUL INTEGRAL. 


i5o 


CXXXYII. 

Cas oil Z est du quatrieme degre et admet quatre racines reelles 





z 

1 > ^2 > ^3 > 

s, +- 




A> 

o; e t ~ 

-e 3 = |AL, 

Cl 

— e, = .J AM, 

- 4 

, e-i — 63 — 

;.an, 

** = 

N 

= L* 

y' 3 

dz __ 

' f Zi dz 

to 3 


_ ' r _dz_ 

^ 'n 

<£3 


l 

i /z r 

l, wz\ ~ 

i ; 

' l. Ui\ 

J Zl sfi \ 

J 

«y_ oo 

Iv^l 

= w i* 

A< 

o; e 3 - 

- e i = V AL; 

<S 2 

-e, = *AN, 

e 3 , - e 2 = 1 

(-AM, 

A'* = 

M 


* _ 

'd z ‘ dz 


V' -2 

T dz 

, T 

dz 

__ co 3 

l 

| \/Z i ~~ 

K w~ 

4 iwr 

A I/Z| 

J 

—00 

1 v/z| 

i 

Dans ces : 

formules et 

les ; 

suivantes (CXXVJII), co 1} 

co 3 sonl 

L formes au 

moy 

en de e i: 

, e 2 , comme d 

ans les formu 

les (CXXIII) 

, (GXXIV). 



CXXXVIII. 

Cas ou Z admet deux paires de racines imaginaires conjuguees. 

. p * 2 > O, ■ . Z3 > O, Zi - 4 - JS 2 ^ Z z -+• <54 ; A > o. 

ei — e z = - AL, 6j — e 2 = 7 AM, e 2 —• e 3 = 7 AN, /c 2 = 

a A A I . 



^ ans P^ an ^ es * ^ es valeurs entre crochets correspondent au plan desw 
dans 3 e plan des u elles correspondent au plan des z. 



Z 1 -+- ^2 - z z - z k 





TABLEAU DES FORMCLES. 


CXXXVIII ( suite'). 

(i) [suite]. 

V* dz 


J l dz _ i 


T'dz 'r‘-dz r az r ' az 

)" 72 "“" J„ 7 l = "‘ ! ' J„ 7 l 

Pour la determination de \/Z dans ces inlegrales. voir n° 60 -i. 


’r' dz 


t% 


= 2/ ,2 (i — *2 cos 2 6)3 2 -f- r 4 — (-3 2 -~2rz cos8 - 4 - r 2 ) (z- — cosQ-f- r 2 ), 


o < 6 < ^ • 


r^_ = ril = -»;=- x (cos-6 i; ^ = l -Msm>6). 

J t W 4 ’V /Z l * ar ' ^ 


(3). 
Fisr. E. 


Plan des u. 


Plan des z. 
i 


0) 3t - 

_.OiT+OJa 

[x 3 ] 

-,t? +-,c 


I?"'* ) 

T ,J, 3 - 

t J di (7-,) 

_a>i+yCU 3 ( ^3) 

m 

Xfili {O'} 

O- 

+-,o -/<? 

. HO 

V> 

0 

M 

Oii + '° 

[~d H“j] 

[CD,-^CD 3 ] [CD ,+ 5(03] 

+ ,0 -,o 

~,o 

(^3) 

Jqj _ 

_OJ, - i CD T 

&2 ■ L^i + ^3] 

W) 

- 2 0> 3 -- 

CJ ' I] i>») 

1 2 O l/V j 

[S'] K * 

[-* di 3 ]: ^[<1033 

- 

1 * 3 ] 

• CD —CD 3 
[*2] 

-,o +,0 

J 


Dans le plan des ,3 

les valeurs entre crochet: 

s correspondent 

au pla 


ana ic pio.ii ~~-r- i 

Dans le plan des 3;, on a omis, pour ne pas charger la figure, d’ecrire 
__ 1 (_ 3l _l_ = -*-( - 3 -i- z±), a Uintersection de l’axe des quantites reelles 

: de la coupure. 

r p dz V‘ +3 ° dz r H dz T zi dz __ . . 

J_j V^l - J IVzl - '" 1 ’ 4, Ji/zi i l/ z l 

/• Is y- r 1 _ y 3 --- _ 

i ivir“ 2 i iv/zr 1031 i, !^i l i/zi 
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CALCUL INTEGRAL. 


CXXXIX. 

Cas ou Z admet deux racines reelles z* > z> t et deux racines 

. . . . -1 " ^3 ^ 

imagincares conjuguees ; ■- ; - > o. 


!> __ I ^2 I . „ „ 1 7 « . 

°"l^—->!’ S "' 4 Zp ’ 

4 

<?2 = “ [(^1 — ~>3 )“ — ( J 1 “t" ^3 — ^^2) (^ 1 - 4 - £3 — 2^4.)] ; 

1*1 

Dans les formules suivantes co l5 co 3 sont formes au moyen de e 2 > £3 
comme dans les formules (CXXV), (GXXVI). 


A > 0; 

M = : 

% ? 

, -^*2 “f“ - 



r — 0 

1 -+- 


p dz 

T* dz 

T dz 

o>i; 

A 141 , 

1, 141 

Ljm 


T* dz 

■p dz 

co 3 — co t B 


A 1 4 1 

l 144 

2 i ’ 

0 = i: 

TV- = 

4 “ _ 

C 0 3 -h CO! 


4J4| 

4 144 

2 


r>-_ = 

n * - 

CO 3 — CO! 


4 141 

X 141 



r“ 

r + " * 

Y Za dz 

0 < 1. 

4 141 ~ 

4 i 41 + 

£.141 


_ 

r * 

CO3-C 0 t 


X 141 . 

i 14 ! 

2 i ’ 

A < 0; 

M = • 

^2 0 

. Zt) — . 

M = 



I H- 0 

I — 

0 > 1; 

r dz 

r _ 

OJ 3 -j- COi 


J Sl 141 

J« 141 

J 

2 



r" & + 

r"' dz 


.4 I4i“ 

4 141 

J. J4T 


(1)3 -+- CO 1 


CO3 -+- COj 


CO3- tOl , 

2 £ ' 
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CXXXIX (suite). 


r. ds - 

r rlr 

Wo -1- 


J : Iv'z; . 

J. &: 

~ 



T‘ ^ 

w 3 — 

Wl . 

X.v' z_ . 

J,. yz; 

•2 l 

? 

r < 1 = _ 

r dz 

_ w 3 "r- 

^1 

J„ VZ| 

J, 

2 


■r"' ds 

dz 


dz 

\ 

IN) 

W 

X w\ 

' J-J 

V /Z 


CXL. 

?s tit lit ions quadratiq ues dans le cas oil Z est du iroisieme degre 
et n’ ad met qiCune seule r a cine reelle, z 2 . 

®(z) = Z~ — 2 Z 2 Z -t- z> (^1 -f- Z 3 ) — Z i Z<> — (z - ui) ( z — S3) : 

(z — z t )( z — z :i ) dz dr 

x —---—-— J .... ? 

^ \/Z yax(x — r x ) (x — x 3 ) 

\iax( r — .r,) ( x —- x 3 ) _ (z — *{)( z— *z) 

V /Z " 9 

(x — Xi) (x—x 3 ) = (x-L-Zi-hZs)*— -i- Z. 2 x); 

Xi = 2 ?i — Z L — J 3 , X-j = 2%3 — z t — z 3 ; 

Si > -2 > S3, x t >0> x 3 : 


-. 

— yz 

-3 

Si H- « 

X . 

— x 

5 

II- 

6 
b 

•2*1 -r- 

Sgn f z( z). . . 

- 

— 

— — 


dz __ _ dr 

| \JZ | ' | \/ax(x — x L )(x — x 3 ) [ 


faut prendre Ie signe superieur ou le signe inferieur suivant que z est 
l’intervalle S3 - - * Si ou hors de cet intervalle. 
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CXLI. 

Substitutions quadrat iques dans le cas oil Z est du q aatrieme degre 
et admet soil une paire } soit deux paires , de racines inxctginclines 
conjuguees. 

Z = A(j — -i)(---*)(- — -a)(- — -*); -i>-3 imaginaircs conjuguees. 

Aj = A ( z-i — ^3 ) 2 ? 

o(zi = (z 2 -r -4 — -1“ -3) - 2 + 1 (-1 - 3 — -4) - 1 H" ~s) -2 - 4 — (-2"+- -4) -1 -3 • 

(z~z,) (z — z k ) dz = _ dx _ ? 

~~ (-3 — Zi ){Z — -3) /Z \/AiX(X -tfi) (tf — #3) 



(0- 


*1 “t~ ~»3 > -2 

cp(^) = (^2 - 4 - ^4 — Zi — Z3) (z £l) ( - C ’3 )) 

(X — # 1 ) (> — # 3 )(~1 —~ 3) 2 

= (^i — Zz)~x- -T- '2 [‘2( Cj £3 - 4 - 02-4) — ( -1 H- -3) ( Z-2-+- -4.)] X (z *— Z^, 



Lorsque z 2 , z^ sont imaginaires, on doit ies eJTacer, dans ce Tableau, 
ainsi que Ies quantites o qui leur correspondent. 

(2). 




1 
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CXLI (suite). 


(2) [suite]. 


Z^ z k <C ^ 1 ^ 3 j — Ij 


^2~4 > ^1^3? #3 — 1 j 


X* = 


2*i = 


(~1 ^3 )~* 

(Zi- 3 *y 


CXLII. 


r /•»! 

J 




dz 

| \/TTT> 


X 

X 



= i, 3 ii029 



0,927088. 


CXLIII. 


( d JL 

\du 


= R(^) = a^z'* -T- 4 aiz 3 6 a 2 z 2 4 #3^-*- a±: 


g 2 ~ 3 < 2 | — 4^1 ^3 •+* <^o<^ 4 ? 

^*3 = 2<2ia 2 a 3 -f- a§a 2 a k — a k a\ — af— a Q a\ ; 


pF = 


af — a 0 a . 2 

- ? 

£Zq 


2#?—- 3 <2q U\ CL* "f- Cl\ £1% 

pv = —--;=--—; 

cc 0 \/a Q 


I p'u — p’v __ Oi_ 
2 s/a 0 Pu — pv cto 


—— [ £ a -b £ p — w -f* p)] —; 

sj Uq a ° 


dz 

du 


-~ [2p u — a 0 z ~— <iaiz — a*]; 
V a * 


1 

24 


R"(*) = a 0 3 2 H- iai3 + a»=p« + p(n + i')' 


ces formules la determination de /<Zo est fixee arbitrairement. 
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CXLIV. 

dz 


n. [ ~1 I 1 & (ll -f- V ) 


. 3,1 a 0 f ~'1~ -f- aai f -y== = c " “ a,u — t,(u-h v) — 

J /R(js; J v/R(s) 


„ f Z'-dz , C J^±- 

4 - a °J 7wr >ai J 1J v /rw 


c'"— ct% it -+- 2 \/ii ( Z ) j 


r J 

a 0 (r -r- 2)Jr-r3-+- 2(2r 4 - 3 )ai J/-4-2H- 6 (r - 4 - i) 

-f- 2 (2 r -f- i) ct% J/’ -f- ret if. J,—i z= z r y/K j, 


l ,3 = — ; Ri (2?) = ct’+x'-* -T- 4 ct% -r- 6 ct^x^ -+- 4 3 ? -+- ct Q ; 

s6f J v^RiC^) = /«T^y: 

j r dz — c xr dx 

' J ?yl W)~~J v/R^’ 

Dans ces formules, r est un nombre quelconqae; c, c\ c", c"' designent 
des constantes arbitraires. 

CXLY. 



de% __ e a 

de a _ 


d«- 2 126“ — ^ 2 ’ 

<>gi 

d\k % ) _ (2 — k ~) (i — 2 A * 2 )(1 - 

t- k 2 ) 

0g% 

\ 2 k-k'-(ei— e 3 )- 


d(k*- 

)_ fr — k*- i-i _ 

3 £•» , 

OgZ 

2/c 2 A' ,2 (e 1 — e 3 ) 3 

8 (J ^ 

32 g 

dto a , - 

JT" = 9£Vq a “ 

^02 





32 g 

XT = 9 f 3 W a — 6^2 r, a , 

3 

64 9| 


(a = l, 2, 3 ) 


^ S C «1 —«»)***'* 


ia — i 
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j ^ 

I ^ 

dE 

^ \ d'/L 


:--KH-;—- 

2 X 2 X (I — X ) 


CXLV (suite). 

I „ dK r 


K -i- — E 

‘2 X 2'/. 


<7E' 


•2 (i — y.) 
i 


dy 2(1 — x) 

d7J(o) _ 1 ( [Z'(o'\ — x ] 2 

2 


K- 


2 v. (1 — x 

i 

2 ( I — X j 


( c/x 2 2 7.(1 —x) 

Dans les formules (4-5), K designe la fonction x (x) de la variable x. 


. d-li , ,dK , ,<7K' 

- 0-^T + + i K = °. *<*- [ ) - 3 #-(**-0 


dv* 

d* E , dEd 1 E' d?J , 

x(1 — x) -7-r 4 - (i — x) ——h 4 - E = 0. x ( 1 — x) —J— - X — -i- f- E 

^ J dv. ~ dy * s J dv : 1 dy 


6 ) 


: 7 > 


J 

_ 1 1 

B = 2 " 3 {C 1 2 r ja , 


A = 2 3 w a (j 12 , 


c = 7 ^ u ~ inn ' 


dx 

*j 


r)B 


24 \/a 


j 3 u — 0“ 2 , 


do 


1 44 7 * (y -T- 2 4 c(;y 4) a — o ; 

I44y (/ - 0 ^ (77 - 4) “. -f- A = O, 

d 2 B 5 / — 2 dB t 

/O-O^ + ^6“ 5/^ 744 B "°’ 

i44y(y-o^ + 24( I 9 y-.o)| + .69r = o. 


^y s 


CXLVI. 


(■) 


16 C.’ 


=4 — £ ^3 S'"-!- I ^1 K [ 4 gi + A “ 2 ] gi =’> 


16G 4— = « ^s 3 *— ?- g 3 u y~h [ J- gl u'- -+- 1 ^3] s': 

J <>gz 


I 6 G £!2 = - l gz S-a-t-T S'? « 4 - [ Te g* u ° + ’ ««] <T* - a, 

l6<7 ^ =-J^2S'a — I^3iis , x4-[|e a -ri§'2i4 2 ]^s' x ; 
dgz ~ 


I 5; 


- E', 

) 

E', 


—-Ulv'=o, 

4 

= O. 


( 2 ) 


calcul integral. 


i5t> 


(I) 


( 2 > 


f 


CXLIV. 

dz 


sfW) 


c-h u: 


m 


t'3j <2 0 


zdz_ 

0 


i 

-h -7- 

a 0 \/<2 0 


C(«0 


1 , a'(a-t-p) 

lo s —J 


</a 0 


r z-dz r z dz 

J ■ ' iai J sm 


= w — £(&-+- p ) — £ u ‘1 


r z 3 dz , 

4) ao j7Wr 3ai J^) ‘ V v/Hi^ 


: c’"— a 3 u+- iyK(- 3 ); 




Jr = 


r z r dr 

j W^) 


t'5) 


a 0 (r-b 2)J r -h3“r- 2(27' -+- 3 ) ai J/.-i-oH- 6 (r -b 1) «2Jr-i-i 


i 


\ 6 i 


-+- 2(2 7’-+- i) &3 J/'-b VCilf. \/\\.(Z) , 

Rj ( 27 ) = 4-4#3# 3 -b 6a 2 ^ 2 “b 4«1^ *+“ a o5 

/rT(^) = ^v/R(I): 

/ dz _ r x r dx 

Z r */H(7} ~~ J 7b1 


l(^ 


Dans ces formules, 7- est un nombre quelconque; c, c', c', e" designent 
des constantes arbitraires. 


CXLV. 


Tn 


des _ e a de a _ 1 / _„ 5X . 

-- - --- - » — - ~ f [CC ■— 1 , 2 ) 3^5 

dgt dg z iie& —gi 


i 2) 


d(k*) _ (2 —£») (1—2#) (1-)-£*) 
~ a.k i k' i (e\ — e 3 ) 2 




<?(*«; ^ —A-a-bi 

1 <><?» “ 2A*U“ ,s (e i— e 3 )s 


~ (^i — <? 3 )/c 2 /d 2 ; 
b ( J 


13; 


^ 2 §* T^r — 9£*3 T ia I ^1 w aj 
2 

* yO dtOjj 

3a 3 = 9o3“a — 6 ^ 2 >ia, 


6 45 X7 = 5 - l»l« —-|g’s<? 3 “o, 
640 JT = Sl“a — <8^3 Ha- 
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CXLV (suite). 


i i „ clW i i 

— k -- E, —— — —-- k — —-E , 

2X 2X(l —X) dv, 2(1 — X) 2 x(l — X) 


cffi 1 -r- I rri 

4) i -j- = - Kh - E > 

\ d'A 2 X 2 X 


_ 1 K _ 1 F i 

dv. ~ — v.) 2(1 — •/.) ’ 


d 7 J(o) _ i [Z'fol — x] 2 

c/x 2 2 X ( 1 — x) 


Dans les formules ( 4 - 5 ), K designe la fonction x(x) de la variable x. 


*(* - 0 7 m + (2Z - + i K = °’ - '> + <«-*) ■ 


*(! — *) + -°’ ' /(I “ 


d* E' tfFZ 


i/x 2 c/x 


-h fE'= o. 


J=~i 6 $' 


A = 2 3 C0 a (j 1 


B=A~ 3 (j 12 r ja , 


d\ 

oj~~ c ' 


c = 77 ! (y ' -,) 2y ' ’’ 

°J 24 v o 


U4y(y'-0 ^ -+-a4c( 7 y— 4 ) —A = o; 
I44iO' - 0 + ' 2 4 (7/ — 4) ^. -H A = o, 

B 5 / — 2 dB I 

yo-o^ + -V-^ + 744 B = 0 ’ 

/)2n . . dC „ 

i44/0' - 0 ^ + 2 4(<97 -»°) 57 + i 6 9<= = °- 


CXLVI. 

! 3-'+ ="- [i<?2 -+- A gi u - ] <rs-> 


-f 6 2° - 26 


^3 [{^2 “F* 2 £s3 : 




I + Ufa — -*r- l ^a] o 3 : 


!6(7 = | oa —f o3 u3y.-r- [f g ^2^ 2 ] o2^- 

j <^4 


( 2 ) 


x58 
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(3) 


(4.) 


(5) 


( 6 ) 


{ 71 


CXLYI (suite). 

^Y 

64 = —g\uj>-*-g\t. + rig3X,P- J >-VP'g3—\gtg3ll; 

°© 2 

64 cj = i 8 #,«p — 18 ^ 3 ? — izftKP — Sgup'-l-g-lu; 

Vgz 

l 64 5-^- = (#2 11 ~~ ?) p ,_ !~ -1- 2 £*2 P - 36^- 3 p 2 , 

I ®0 2 

64 Q =(i2jraC— s8^3«)p'H-24^ 2 p 2 — 36^ s p —4^r|; 

l Og 3 

32§ ^ —9(f3?]^a— Ci^-f — 9^a(«aH-p)]?oa, 

3 iC Jj^ = [— 9 ^ 3 “ -+■ 6^*?] -)-[ 9^3 —6^ 2 (e a -+-p)] ? oa ; 

3 


32S“ ^ =[?^|a-9^3C]^o-f-[|-^ —9<?»(«a + p)]?ao, 
32?^ = [— 9 $3 an-6 £■;,£] Sao + [—9^3+ 6 <f 2 (e a -+-p)] £ ao ; 

) 32 ^ = [^ 2 «- 9 0 0 ' 3 ?]?'p y + 9 < r 3 («r — «p)^r> 

i 32 $ JZ 7 = t 9^3“ -+- 6^2 ipy-t- 6^2(ep — e r ) £p r ; 


( 8 ) 


2 x(l — 

^ d sn (u) 

' dx ~~ 

j^Z'(K) — 

r i 

3 s 

CD CD 

sa'u, 

2 X ( I — 

N d cn (w) 

X) Ox = 

|«Z'(K) — 

®i«1 

®i«J 

cn'u, 

2X(l — 

. d dn( u) 

y.) -p—i = 

dx 

J^uZ'(K) — 

h; «■] 
H,uJ 

dn'u 


(9) 


dZ(u) _ 
dx “ 2 x(i — x) 


T^t [mZ'(K)Z'(m) —x cn 2 wZ(w)H- x snw cnw dnw]. 



NOTE. 


Determination de la fonction inverse de p u an moyen 
des formules GXXVIII et GXXIX. 


Reprenons toutes les notations et conventions du Tableau (GXXVIII), sauf 
celles qui concernent la determination de \J 1 — \ iog(^ 0 -h i\/1— <s§), 

que, dans cette Note, nous fixerons com me il suit : 

Dans le plan de la variable z Q , du point o comme centre, avec un rayon 
egal a r> decrivons un cercle, et pratiquons a l’interieur de ce cercle 

I P° I 

deux coupures allant respectivement des points -hi, — i aux points 

_i—,-Dans l’aire inlerieure au cercle modifiee par ces coupures, 

I Po | | po | _ 

regardons la fonction \J i — z* comme ay ant sa partie reelle positive, et 

la fonction -llog(^ 0 -h i \/1 — z~) comme ayant sa partie reelle comprise 

entre —tt et t:. Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords 
des coupures, sont donnees par le Tableau suivant, ou les radicaux et les 
logarithmes sont reels et positifs : 


Coupare de gauche. 


Bord superieur... -h i\/^l — i, 
Bord inferieur.... — iyz'l — i, 


- — i log(— z 0 -t- \Jz§ — i), 


Coupure de droite . 

Bord superieur... — is /%1 — i, —t log(-s 0 -h 

Bord inferieur.... -~-i\/zl — i, + 0 * 

Pour z 0 reel, compris entre — i et -h r, la fonction -? log(^ 0 ^~ i \/ 1 ) 

coincide avec la fonction arc cos£ definie comme etant comprise entre o 
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et Dans I'aire du cercle, modifice par les coupurcs, cette fonction est 
holomorphe, ainsi que la fonction 

v/i — -5 

et que la fonction 

_ ‘ 2 ^(Po) lQ g( /5o ~ h V 1 ^o) 2 s / 1 — "* S o ? 

io sjli — S 3 ( I_ +“X ) 2 P V^l £ 3 0 “i - 

puisque S 0 est une serie entiere en convergcnte dans Ic cercle et sur 
sa circonference, Nous designerons par F(z 0 ) le second mcrnhre de cette 

foramie, oil ii est bien entendu que \J\—z\ et j log(^ 0 H- W * — ~o) ont 
le sens qui vient d’etre precise. Si 1 on rcgarde alors comme la fonction 
de p qui a ete specifiee dans le Tableau (GXXVIII), u = F (z 0 ) dcvicnt une 
fonction de p que nous designerons par itpy, en posant p —y, cette fonc¬ 
tion est parfaitement determinee pourvu que la partie reelle de 1I 0 ne soit 
pas nulle, et 1’on a identiquement p (it py) = y. 

Les trois equations concordantes 


— _L 1 ~~ n Q 
0 Po 1 "+* U 0 


r = P u > 


u — F(^ 0 ) 


etablissent une correspondance entre les trois variables ~ 0 , y (ou p), ^ 0 , 
correspondance qu’il est aise d’approfondir dans les quatrc cas du Ta¬ 
bleau (GXXIX) (y 2 , 73 reels). Dans le premier de ces cas, la fonction it py 
coincide avec la fonction argpy definie au n° 591 ; il aurait etc facile d’e- 
tablir la coincidence entre les fonctions a py et argpy (n° 594 ) dans le 
troisieme cas. 

Quoi qu’il en soit, dans les quatre cas du Tableau (GXXFX), par les for- 
mules precedentes, au cercle et aux coupurcs du plan dcs z 0 correspondent, 
dans le plan desy, un systeme de coupures rectilignes ou circulaires qui 
passent par les points Sj, s 2 , s 3 et, dans le plan dcs u, le contour d’un rec¬ 
tangle egal en surface a la moitie d’un parallelogramme dcs periodes et 
symetrique tantot par rapport a l’axe des quantites reel les, tan tot par rapport 
a Faxe des quantites purement imaginaires. Sur le contour dc ee rectangle 
se trouve le point o qui correspond au point i du plan dcs z Q ct au point oo 
du plan des r. Aux points interieurs de ce rectangle eorrespondent d’une 
facon univoque les points du plan des y non situcs sur les coupures et les 
points du plan des z Q qui sont interieurs au cercle sans etre situcs sur les 
coupures. Ouand le plan y comporte des coupures circulaires, dies sont 
situees sur le cercle de centre e 2 qui passe par les points sj, s 3 . 

Les figures schematiques qui suivent expriment, dans cliaeun des quatre 
cas, cette correspondance. Pour plus de clarlc on a separc les Lords des 
coupures et Ton a entoure les points critiques d’arcs de cerclc infiniment 
petits que Ton regardera comme continuant les bords des coupures. Dans 
le plan des z Q} au cercle infiniment petit decrit du point i comme centre, 
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orrespondent approximativement dans le plan des u un demi-cercle infi- 
liment petit decrit du point o comme centre, et, dans le plan des j, un 
ercle de rayon infiniment grand, que 1’on regard era comme embrassant 
out le plan et dont on n’a figure que 1’amorce, vers -f x. ou — oc, suivant 
s cas. Dans les trois plans, les coupures et Ies arcs de cercle limitent des 
.ires simplement connexes qui se correspondent point par point et oil les 
onctions F(s 0 ), up./? p u sont respectivement holomorplies. Une flee he 
ndique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, 
iz co, o, suivant qu’il se meut dans le plan des ^ 0 , des y, ou des u, pour 
uivre dans le sens direct le contour qui limite l’aire consideree sans ja- 
nais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se cor¬ 
respondent. On n’aura des lors aucune peine a distinguer la correspon- 
lance entre les bords superieurs et inferieurs, exterieurs ou interieurs, 
les diverses coupures des plans des ou des y et des diverses portions 
lii contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du 
dan des z 0 , on a employe, pour designer les points remarquabies de la 
igure relative a ce plan, les memes lettres, placees entre parentheses, que 
mur le plan correspondant du plan des on a repete ces memes lettres 
dacees entre crochets, a cote des points correspondants du plan des u. 


T. et M 


IV 


ii 
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,,, Cj>o: s,>ogs s >s,; Y* > °> V 3 - 0 ' 

[Voir CXXKI cl CXWI11, cas l.J 


Plan des u. 



U ~ 6) t t -r (0 3 t '; 0 < £ < I , — I •< 1 . 

(s 2 )-4; ( £ :>) = 

P w 


/' est de signe contraire aux coefficients do i dans y el, dans z 0 . A deux 
points y dont les affixes sont conjuguees correspondent deux points £ 0 ? 
ou deux points u. symetriques par rapport aux axes des quantites reelles. 

A 11 cercle du plan des y decrit de comme centre avec un rayon /r r (s x — s 3 ), 

cercle par rapport auquel les deux points s 2 ct s 3 sont symetriques (n° 559). [ 

correspondent dans Ie plan des . 3 , le diametre qui va du point — ~ au 

point ^ > et, dans le plan des u, le segment qui va de — ~|- to 3 a — — to 3 . \ 

9 ‘A 2 ^ 

Au segment indefini du plan des y qui va de 6j a 4- x correspondent, dans j 

le plan des z, le segment qui va de (s^ a 1 , et, dans le plan des u , le I 

segment qui va de o a 03^ l 
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si > o: 


E i > E 2 J 0 > S.3 • 7-2 > 0. *'o £ o. 

[ f' 7 " of/' CXXIV et CXXVIII. ca.- \ .1 


Plan des z tt . 


Plan des v. 


2 ' (i 3 ) ’ y l ) 


-3 -2 




Plan des u. 


N 


N' 


N, 


ZZ _r: Oij t -- C0 ; , ; — 1 < if • ^ 1, 0 < t' 7 1. 


t a Ic si^ne du coefficient de i dans y et le signe contraire au coefficient 
de t dans ,s 0 - A deux points ^ dont les affixes sont conjuguees corres¬ 
pondent deux points ~ ( > d’affixes conjuguees et deux points u symetriques 
par rapport a l’axe des quantites purement imaginaires. Au cercle du plan 
des y decrit de s 3 com me centre et par rapport auquel les deux points 
s 2 sont symetriques, correspond, dans le plan des le diametre qui va 

du point ~ au point — ~ , et, dans le plan des u, le segment qui va de 
po po 

coj — — a coj — * Au segment indefini du plan des y qui va de — x 

a s 3 correspond, dans le plan des z 0t le segment qui va de i a (£ 3 ), et, clans 
le plan des it, le segment qui va de o a — u> 3 . 
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y < o; Yai 0 - 

[Voir CXXVI ot CXXVIII, cas IV. 


dtes js 0 . Plan des y. 



it zzz (6 t)j -f- oi t ) t *t~ — (ti)-j — w 1 ) t '; o ■< t < i, — i - ' V ' i • 

^ est de signe contraire aux coefficients de i dans y ct dans z 0 . A deux 
points y dont les affixes sont conjuguees correspondent deux points z 0 
ou deux points u symetriques par rapport aux axes des quanlites reelles. 
A deux points y de merae affixe, mais situes sur ies deux bords d’unc cou- 
pure circulaire aiiant de m a sj ou a s 3 , correspondent deux points ,c 0 sy¬ 
metriques par rapport a l’axe des quantites purement imaginaircs et deux 
points u symetriques par rapport a 0^ ou a w 3 . A la par tie non figuree du 
cercie du plan des y, de centre s 2 , qui va de a s 3 , correspond, dans le 
plan des - 0 , le diametre qui va de (z^) a (e 3 ), et, dans 1c. plan des u, le 
segment qui va de on a co 3 . Au segment indefini du plan des y, qui va de 
s 2 a — co, correspond, dans le plan des le segment qui va de (s 2 ) a i. 
et, dans le plan des u, le segment qui va de Wj -+- w 3 a o. 
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C J <o: O. 

[l oir CXXVI el CXXVIII. .-as IV.] 


Plan des z n . 


Plan des r. 


(£3) - 


(^Jr- ) 

1 (£ 2 i (n ' 


? 0 = 1 tan §; > 
■I 


( ni) = cot ~» 

4 


(mi) 


- cot 


( s, ) =.- — i cot f , 


(s 3 ) i cot s (s 2 ) 
4 


Plan des u. 


~ jrfco,-)- co 3 > 

O 


\{”A 

[m] 




1=0 

' ou | 

U2JL-. 

CM 

nI 



Ou C03 


>3 ) *- r(«i- 

— 03 .j) t ': 

_ 

■ 1 < t 


t est cl e meme signe que le coefficient de i dans y et de signe contra ire 
coefficient de i dans z 0 . A deux points d’affixes conjugates, eorres- 
■ndent deux points z Q symetriques par rapport a I’axe des quantites 
elies ct deux points u symetriques par rapport a Tune des quantiles pu- 
nient imaginaires. A deux points y de meme afiixe, mais situes sur les 
irds opposes de la coupure circulaire allant de m a i 1 ou a s 3 . corres- 
ndent deux points z Q symetriques par rapport a Taxe des quantites pu- 
ment imaginaires et deux points 11 symetriques par rapport a coi ou 
n) 3 . A la partie non figuree du cercle decrit de s 2 comme centre dans 
plan des y, allant de z 1 a s 3j correspond, dans le plan des z 0 , le diametre 
i va de (si) a (s 3 ), el, dans le plan des u, le segment qui va de 
— co 3 . Au segment indefini du plan des y qui va de —cc a s 2 corres- 
nd, dans le plan des z Q , le segment qui va de 1 a (s?), et, dans le plan 
s u y le segment qui va de o a vo { — w 3 . 
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Le lecteur trouvera dan? le texte, au Chapitre IX, tout ee qu’il faut pour 
etablir ces divers resultats qu’on a cru p on voir ici se contcnter d’enoncer. 
n observera aussi que, clans les quatre cas, la fonction /4 y :i — g*y - - £\-, 
assujettie a etre positive pour un point d’affixc tres grande el supposec. 
s’il v a une telle coupure, sur le bord superieur de la coupurc recti- 
ligne qui va vers sc, est holomorphe dans le plan des y limile par les 
coupures indiquees. Dans ces conditions on a, on deux points correspon- 
dants. 

p'u = — /4r 3 — 


et. en supposant que le chemin d’integration ne traverse aucune coupure, 


■ W o 


-r 


dy 


■ v/4 y z 


- ■ 


«p/i 



PREMIERES APPLICATIONS 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


CHAPITRE I. 

PREMIERES APPLICATIONS A LA GEOMETRIE 
ET A LA MECANIQUE. 


§ I. — Longueur d’un arc d’ellipse. 


647. Soient a et b les demi-axes de l’ellipse; supposons a^> b. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de l’ellipse, l’une des 
extremites de son petit axe et nous orienterons l’ellipse a partir 
de cette extremite dans un sens determine arbitrairement choisi. 
Si Ton met les equations de F ellipse sous la forme 

x = a sn u, y = b cn u, 

en se reservant de choisir convenablement le module k, et si Ton 
fait varier le parametre u de o a K, on obtient la longueur l du 
quart de l’ellipse. Soit s la longueur de bare de l’ellipse corres- 
pondant a tine valeur de u comprise entre o et K; si Fon designe 
par ds la differentielle de cet arc, les formules (LXV1II), (LXIX) 
donnent la relation 

/ a 2 _ jji \ 

ds n - = ( a 2 cn 2 u dn 2 ub 2 sn 2 wdn 2 u) du? = a 2 dn 2 u ( i -sn 2 uj du'K 


qae Fon peut ecrire, en prenant pour le module k Yexcentricite 
de l’ellipse, 

ds~ = a? dn 2 u(i — k 2 sn 2 u) du 2 = a 2 da'* a du 2 ; 

T. et M. — IV. 13 
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on a done 
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« 'f U dn- 
‘ J 0 


u chc , 


l — a 


■ r K 

j dn 2 u 


du. 


La valeur de la derniere integrale se lil immediate me nl snr la for- 
mule (CII 8 ); on a done 

/ 

: E. 


/ 

a 


La valeur de s resulte, dans Lous les cas, de la for mule (CXV,), 
d’apres laquelle 


r dn= 

J A 


u dii 



(i — A ' 2 sn 2 u) du = u — fr¬ 


it 

fr 


Z'(o) — 


i 

¥ 


h'ul m 

0 u J ’ 


on en deduit immediatement, en tenant comple dc la formule 
(LXXIX { ), la relation 


i = «[i-Z'(o)] + Z(a), 


que Pon pent aussi ecrire (CIL i5 ) 


C’est ce probleme de la rectification d\m arc d’ellipse qui a servi 
de point de depart aux reclierches de Legendre sur les fonctions 
elliptiques; le nom me me de fonctions elliptic] ties, d’abord em¬ 
ploye pour designer les integrates elliptiques, en Lire son origine. 


648. Pour effectuer un calcul numerique determine on prendra 




a 2 h- b* 


a 2 — 9,b 2 
3 a- ’ 


e 3 = 


bi¬ 


ds facon que fr -: 

r 4 , cii f ). 


e~2 — 
e\ — 


soit bien egal a 


■bi 


; on aura alors 


et 1’expression de s pourra Sire mise sous la forme (CIIA 
(LXXVIII..,), V 


5 

a 


Cl.1 fr! ^ 7]j 

3 Cl'- GJ»i 


1 

a “‘ 

1 
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaus (CXXIII) ou 
(CXXIV), suivant que a- est plus grand ou plus petit que 2 b 2 . 
Pour k 2 petit, on a, en negligeant /c 4 , 

s 1 1 . \ 

a a V a / 


§ II. — Longueur d’un arc de lemniscate. 


649. L’equation de la lemniscate rapportee a son point double 
comme pdle et a son axe comme axe polaire est, comme on sait, 

r- = a - cosaO; 


on en deduit immedialemenl pour la longueur els de Fare elemen- 
taire de cette courbe, la relation 


tls~ — dr 1 -+• dQ 2 
en posant 




db* 


1 — 2 sin 2 0 2 1 — L sin 2 b 3 

r = a cos^, sj 2 sin 0 = si nil. 


Convenons de prendre tous Jes radicaux avec Jeur determination 
arithmeticjue; convenons aussi de prendre 5 = 0 et >h = 0 pour 
9 = o; on a alors pour la longueur l du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d’un arc quelconque de la lemniscate plus 
petit que /, compte a partir de Pextremite de son axe, les formules 

/ _ a db ^ __ a db 

s/‘i J 0 \/i — \ sin 2 ^ s/t. J q /i — T sin “ , i'" 


on a, de iiieme, pour la longueur l — s d’un arc quelconque plus 
petit que l et compte a partir du point double, les formules 


l — s 


ou l’on a pose 



« 2 1 __ 1 

r- ~~ cos 2 il ~~ cos 2 0 


De ces formules on deduit, pour 

= = == I? £2 = 4, ^3 = 0, £ 2 =-}, 
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IJO 

les relations 



§ III. — Aire de Pellipsoide. 

650. Soil 

-H 7“ H- ^ ^ a>b>c>o, 

a 2 6 2 c 2 

Fequation de Fellipsoide rapportee a ses axes. Groupons les points 
de la surface ou la normale fail un meme angle avec l’axe des £; 
a cet elfel, posons 

S'+p' + i* = \J' + (£)'-+- (^)‘= ^ 

on voit immediatement que to us les points envisages se projettent 
orthogonalement, sur le plan des xy, s 11 ivanl une ellipse de dcmi- 
axes, 



L’aire interieure a cette ellipse est egale a 

nabk 1 

011 l’on a pose, pour abreger, 



done Paire de Panneau elliptique compris entre les deux ellipses 
qui correspondent a v et a p + Jp, est egale a 

7 dk i 

nab — dv; 
av 

1 aire de la partie de la surface du demi-ellipsoide qui se proj ette 
orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par 
suite, egale a 

7 dk . 
nabv -j- dv ; 
dv 5 
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done enfin Paire S du demi-eliipsoide est egale a 
~ , r t,= * dk 

b — t: a 0 I v - 7 - dv. 

J i>= i dv 

651. Pour effectuer Pintegration, posons 

r = Jx 0 («O; 

alors a la limite v == co correspond la valeur u = o ; nous speci- 
fierons tout a Pheure la valeur u { qui correspond a la limite d’in- 
tegration = i. Si nous choisissons e^ e v de facon que Pon ait 



on devra prendre j j. = i , v = a, A = 3 pour avoir e { Z> e-± > €?>• 
Dans ces conditions, on aura 


3<?i = 


c- 

b 


acs 

a 2 



c 2 

a 2 


3 e? 2 


c : 

a 


2C 2 


3e 3 = 


c 2 c 2 

a 2 P 



* 


Quand varic de o a co i3 q 30 (^) varie de -{- yz a — £3 < 1 ? 
on prendra pour la valeur de w comprise entre 0 et 1 pour la- 
quelle on a 

c 2 c 2 , 2 c 2 

p Ul —e z = 1 , pz^—ei = pWl — e % =-^> pui — — 


valeur pour laquelle e = t i 30 (w) est effectivement egal a-fi- 
On a d’ailleurs 


/ 


v 


dk 

dv 


dv 



A. sfr; 


en faisant dans Pintegrale indefinie J A dv la substitution 
p = £ 30 (m), on trouve de suite 

A = [51 0 (» - I] £oi(w) *02 00, ^ = ” £lo(w) Uo(ll), 

/'A = / 4 (£3 —r* i —pu)du = (e 3 + I)u+ lu -t- const. 



FONCTIOjN’S ellsptiques. 


On aura done 

d 2t dv = [(5§ 0 (M> — t)lux(*0?oa(«)l3o(«) — if - « — 

la quantile entre crochets est une fonction inipaire dc a ; si Ton de- 
veloppe suivant les puissances ascendantcs de u, on rcconnait de 
suite que les termes en ~ disparaissent, cn sortc que cette fonction 
estnulle pour** = o; d’autre part, ?5; 0 (^i) on pu x —e. Ji cst egal 
a i; on a done finalement 

S = 7 zab [ziipwi -+- £«i]. 


§ IV. — Pendule simple. 


652. Considerons un point pesant, de masse dgale a i, assujetti 
a se mouvoir sur un cercle de centre 0, de rayon /, situe dans un 
plan vertical. Si Ton rapporte, a un instant quelconque t 1 la posi¬ 
tion de ce point a deux axes 0.r, 0^, dont lc premier est hori¬ 
zontal dans le plan do cercle, le second dirige suivant la nadirale, 
on a immediatement les relations 


dx % -+- elz 
dt- 


H- /?, 


dont la seconde exprime Pintegrale des forces vives; v designe la 
vitesse du mobile a Pinstant t, g l’acceleralion de la pesanteur 
et h la constante des forces vives. On en deduit sans peine que 
z verifie Pequation differenlielle 

ou les racines du second membre sont en evidence. En affectanl 
de Pindice o les valeurs des variables a Pepoque t = o, on a 



La racine ^ du second membre de Pequation differenlielle. 
toujours inferieure a /, pent etre comprise entre i et — l ou etre 
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plus petite qoe — /; puisque 2 gz 0 4 - h est positif, 3 , dans le pre¬ 
mier cas, oscille enlre l et — — : le mouvement est alors, comme 

2 S' 

on sail, oscillatoire; dans le second cas, ,3 est compris entre l et 
— I : le mouvement est tourncint. Nous excluons le cas 011 , h etant 
egal a 2 g l, Fintegration pent s’effectuer par les fonctions elemen- 
taires; dans les a litres cas, z pent to a jours atteindre la valeur /, 
et nous conviendrons de prendre Forigine du temps a un instant 
ou z est egal a /. 

653. Pour ramener Fequation differentielle a la forme normale 
nous ferons la substitution 



elle prend alors la forme 

(^l) 2= Vz — «i)(z — e t ){z — 6i); 


les racines e,, e a , e 3 , supposees telles qae l’on ait e, > e 2 > e 3 , 
correspondent aux quantiles — /, —l rangees par ordre de 

grandeur croissanle, puisque £ et Z varient en sens contraire; dans 
to us les cas l correspond done a e z . L’integrale de Fequation dif¬ 
ferentielle est 

z = p(* 4-X), 

en designant par \ la constante d’integration*, pour t = o, z doit 
etre egal a/etza e z ; \ doit done etre congru a co 3 , modulis 204 , 
2 w 3 ; rien nempeche de supposer A = io 3 , ce que nous ferons de- 
sormais. 

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 
i° Mouvement oscillatoire. — On suppose 


on a alors 



< l] 


h 




= " --* 1 " 
puis, en se rappelant que z est egal a p(t 



f o 3 ), en utilisant les 
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formules (L1X),(LX), (LXI)eten posant pour abreger u = t\J 
— [ P (t “+■ w 3 ) - e z J ~ ^ i> 3 ^ ^ a ^ ^ 2 S 11 2 


l — z 


1l 2 


l-r- Z --[p(7 -+- U> 3 ) -e 1 ] = 3 t — ‘ll (111- / 


[p(t + co s )-e 2 ] = (/ + ^5i,^=-*/A-s 


x = \f l l — z~ — s/'igl ~r* h £ u3 £ £03 t = 1 1k sn u dn u, 
v- = 2 ^ -f- A = 4 k 2 gl cn 2 u , v = a /.' y/^7 cn u ; 


pour determiner le signe de la valeur de x, on a fixe le sens des x 
positifs de facon que V 0 soil positif; k esl la racine carree posi¬ 
tive de k 2 . 

Si Ton designe par 0 Tangle que la tige du pcndule fait avec la 
nadirale, en sorte que x soit egal a l sin9 et : a l cos Q, les for¬ 
mules precedentes fournissent immediatement celles-cl : 


sin - = k sn u, 
2 


cos - = dn u, 
2 



sur lesquelles le caractere oseillatoire et Jes proprietes de sy me trie 
du mouvement se lisent si facilement qu’il nous parait inutile d’y 
insister: notons seulement que les positions les plus basses du 
mobile (z = l) correspondent aux instants 




que les positions les plus hautes [z = — ~ j correspondent aux 
instants 

« = ( a#l + 0 K^/i, 

en designant par n tin nombre entier, que la durde d’une oscilla- 
lion complete est 

T aK V /|, 

que 1 angle entre la nadirale et la tige du pendule dans sa position 
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Ja plus haute n’est autre que la valeur a cie 6 pour u = K; on a 
done (LXXII) 

* ^ 7 7 t 

sin - = k. cos - = k . 

A 2 


Pourles applications numeriques on utiliserales formules (CXX1IF) 
ou (CXXIV) suivant que h est negatif on positif. Si h est Ires 
voisin de — 2 gi on de -+- 2 gl, on ponrra se servir des formules 

(cxxir.o) ou^cxxiIh). 

2 ° Mouvemeat tournant. — On suppose 


on a 


alors 




< — / < /; 


c i '■ 


h 

G V 1 


2/2 


A 

G 8 


ez 


7 , h \ 1 __ 1 (J h 

l ^~sT 


*81 


puis, en posant cette fois 


a — 


on trouvera 




l Z = [p(^-T-^3) e z ]— y ^ l -+■ g~~}j ?0 3 ^ a ^ sn 2 u, 

l -f- -3 = — cr C P ( ^ ^ 3 ) ^ 2 ] ~ 2 / ^ I 3 £ — 2 / Cn- U, 

O 

+ h = ~ t [p( ' +Ws) _ e ‘ ] = ( z+ 4) iu z= f ,l,,s 


sin 


a? = 2 1 sn u cn u, v = ~ vA 
6 6 

- = sn u, cos - = cn u, 0 = 2aiiH/. 
2 2 


Le caractere tournant et les proprietes de symetrie du mouvement 
se lisent immediatement sur ces lor mu les; la duree d’une revolu¬ 
tion complete est donnee par la formule 


T V // 


= 2l\. 
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§ V. — Penauie spherique. 

651. Soient x — rcosQ, y = /*sin9, s les coordonnces cTun 
point pesant assujetti a se mouvoir sur nne sphere cle rayon l donl 
le centre est a 1’origine des coordonnees; I’axc dcs z csl dirige sui- 
vant la nadirale. Soient V la vilesse du mobile, g I’aecelcralion de 
la pesanteur, c el h les constantes des aires ct des forces vives; 
les integrates des aires et des forces yives 

, <r /0 dr~ -f- r'-dO ' 2 -+- dz 1 

r- -r = c, v 2 = ---= 2 -I- h 

at at 1 

et i’equation de la sphere r 2 4- = l' 1 fournissenl immediatement 

la relation 

dont nous designerons, pour abreger, le second me mb re par cp(te). 

Convenons d’affecter de Pindice 0 les valeurs des variables pour 
t = 0. Excluons le cas oil C serait mil, le mouvemenl elanl alors 
le menie que celui d’im pendule simple, et le cas oil cp (s 0 ) etant 
nul ? ^0 serait racine double de ©( 3 ), le mobile decrivanl alors d’un 
mouvement uniforme le parallele sur lequel il se Irouve d’abord. 

Dans le cas general ou nous nous placons, cp(te 0 ) est posilif on 
nul et, s’il est mil, o(z) est positif pour des valeurs de t un pen 
plus grandes que 0 ; la substitution dans cp( 5 ), a la place de z, des 
nombres — co, —/, z 0 , /, + go montre ainsi Itexistcnce de trois 
racines reelies a , 6, c placees comme l’indiquent les inegaliles 

l > a > > b > — / > c, 

Tune des racines a, b pouvant etre egale a De l’identite 
i+ h ) ( I 2 — - 2 ) — c 2 = — 2g( z — a) ( j — b ) (3 — c) 
on deduit d’ailleurs les relations 

a -r- b — c — — 7 ab-±-bc-{~ca — — l\ abc = „ c2 . 

Comme a et b sont compris entre — / et + l, ^expression 
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- ctb l 2 , done aussi (a -f- b)c, est negative, en sorte que, c etant 
egatif, on doit avoir (*) 

a b > o, a > o. 

6oo. Dans Pequation differentielie que verifie z, faisons la sub- 
titulion 

a/ 2 i 

- = —— zh--(«-^6h-c), 

e maniere a obtenir une equation differentielie de la forme 

(S) = 4x3 - Sti-gi = 4 (Z - « 0 (z - **) (Z -e 3 ), 

s racines e,, e», e 3 , supposees telles que 1’on ait e, >e 2 >e 3 , 
^-respondent respectivement a c, b, a, puisque z et z varient en 
;ns contraire, et l’on a 

e ’ = 6li «3 —«3=^jj(a 

o* 

' 2b + C ^’ 

= + e i— e i= ^f 2 ( b 

integrate gdnerale de Pequation differentielie est 

z = P(t -+- H 

etant une constante arbitraire. En prenanl, pour origine du 
mps, Pun des instants oil le mobile est sur le parallele z = a, 
i a 

o 0 

l en deduit que p(X) est egal a e 3 ; X devradonc etre congru a co 3 
lodalis 20 ^ 2 w 3 ); nous prendrons X = cd 3 . La solution de Fe- 
ation differentielie en z est 

Z = p(t -h o> 3 ). 


-6), 

— <0, 
— c). 


) Fozr pour la discussion, le Traite de Mecanique de M. Appell, 1.1, p. 4§o. 


IjS FONCTrONS ELUPTIQUKS. 

606. Avant d’aller plus loin, il convicnt de fa ire quelques ob¬ 
servations concernant les donnbes. Si, outre «• el /, on regarde t 
on a comme une donnee, les deux cons tan les k et c ne sont pl us 
independantes et Ton doit supposer C 2 cgal a /-jjvjj, e’est-a-dire a 
r'l(iga h), d’ou 


sous le benefice de celte supposition, J’cquation cp(z) = 0 admet 
la racine a ; en la debarrassant de cette racine, on trouve, pour 
^equation que doivent verifier b , c, l’equation 


dont on apercoit de suite que les racines sonlreelles et separees 
par le nombre - a; mais a devanl Stre, par hjpotbesc, la plus 
grande racine de on doit avoir 


- I* . 


— a' 2 ) 


> o, c s > Z 


le caslimite ou C- serait egal a zLs. correspondrait au cas limile 

oil a serait une racine double. La quantile C, que I’on peuL evi- 
demment supposer positive, pent prendre toutes les valeurs de 

0 1 Or 

V' « * + 10; t0utes les constantes du probUme dependent alors 
de C. Une discussion elementaire montre facilemen t que C augmen- 
tant de ,- 2 f a + 00, b decroit de « a - « et c de - *±J 1 a 

— ce; A- = ___ croit de zero jusqu’au maximum ^ 

y . ——- -t- /'o 

quil atteini pourc = l/i£LilZI_fi) • ,, A . , 

A y a 3 puis decroit jusqu a zero; 

K et q varient dans le meme sens que /r 2 , K de T: k ? e t q deoao; 

Nation de danS 16 S “ S COntrah ' e de + Lessens de la va- 

K 


<*>i = 


= K Ii/ _i. 


s/e l — e% y g (a — c) 

a%eccn apparaitpasimmediatement; maisilest clairque Jorsquec 
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a depasse la valeur |/ —— -^ ? u> { decroit et tend vers o quand 

C augmente indefiniment; an reste il est aise de Lrouver des li- 
mites superieures de en se servant par exemple de la relation 
Iv << 7 -p (n° 538 ); on trouve ainsi 


2 Wi ^ 

7:1 ^ " 


s/gs/b 


ou 


'±r o 


TA vAg 2 — -M6-2 r 6 < X /or r 


Lorsque k ' 1 est tres petit, c’est-a-dire lorsqae C est tres voisin de 
rj j on tres grand, on peat se servir des formnles (CXXII). 


657 . On pent ecrire aussi 


Z — b = 


‘idl ( 6l ~~ l e-2 — e-i ) 
S’ pt—e 3 





p t—e j 
pt — e 3 


'ill 

& 


e \ - 63) 


P* — e j 
pt—e 3 


(a — b) sn-(‘2 Iv r .. 
(a — b ) cn-('2 Kr ). 


(a — c ) dn 2 ( •> K(> ), 


ou Ton a pose v — Les valeurs ainsi trouvees pour z sont 

reelles, quand t varie de — 00 a 4- 00. Quand le point t parcourt 
dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, cn 1 , 
to* 4 - co 3 , co 3 , on sail que pi varie en diminuant constamment de 
_l_ co a — co; on conclut de la et des formnles precedentes que z 
va en diminuant constamment de a (t = o) a b (t = coj), puis a 
c(t = to* 4- o) 3 ), puis a — co(t = to 3 ); la il passe brusquement de 
— co a 4- oo et revient, pour t = o, a la valeur a. Les memes re- 
sultats peuvent d’ailleurs se lire sur la seule formuie 


2 1 2 

■ — * = — — [p(t-r-u 3 ) — e 3 ], 

O 


en suivant le cliemin que parcourt le point t -f- to 3 , ou le point 
t — to 3 qui fournit pour t la me me valeur; dans ces conditions 
p(t to 3 ) va constamment en augmentant, en passant toutefois 
de 4- oo a — 00 quand t atteint la valeur to 3 . Il suit de la que z at- 
teintles valeurs — /, + / pour deux points t 2 , £ t situes le premier 



i So 
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entre to* et to* -j- to 3 , le second enlre to 3 et to* ; on a ; en ces deux 


points t u 1 0, 

l — a — — 

4^ 

+ 

s 

T 

!-_) 


— h — (\gl 

12 /- 

/ -f - a = 

•il* 

— [p(ta+<»s) — e si, 

P (/■, H- U) 3 ) = 

— k -I- 6 g l 

12 l~ 


608. Ces valeurs , t 2 vont intervenir dans le calcul dc G, et il 
importe de donner le moyen cle les calculer avec precision. Obser- 
vons que Ton a, quel que soil L , 


dz 

dl 




& 


et que <p (z) se reduit a — c 2 quand on suppose t egal a l { 011 a 4; 
on a done, pour ces valeurs de /, 


£>'(*-+- w 3 ) = ± 


c ^ 


d’ailleurs quand t decrit le segment to*.. .to* -j- to 3) p(t -f- co 3 ) va 
en augment ant; si done on pose pour im instant f = to* -f- zX, la 
derivee, par rapport a la variable (reclle) \ de la fonclion (reelle) 
j31to* 4- to 3 4- Az) sera positive pour les valeurs de X comprises 
entre o et —; on aura done 

L 

et, par suite, 
de meme 


ip'ih w 3 ) > o 


p'(^ + co 3 ) = _^ ; 


p'(jl -r- C0 3 ) = n- - . 

‘2 Z J 

On a ainsi tout ce qu’il faut pour appliquer les formules (CXX.VI 1 I) 
et calculer, si Ton se donne les elements numeriques du probleme, 
leb quantiles t { -j- to 3 , t 2 4- to 3 a des multiples pres des periodes, 
e est-a-dire, dans le cas actuel, sans aucune ambigui'te. 

6 o 9 . Remarquons, en passant, que les deux valeurs t { 4- to 3 , 
t 2 — to 3 font acquerir a la fonction p f t la valenr ^4 la fonc- 
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lion p’ L — est une fonclion doublement periodique de do 
troisieme ordre, avec o pour pole triple; la somnie de ses zeros 
devant elre congrue a la somnie dc ses poles, on en conclut que 
son troisieme zero est t 2 — t K ; en d’autres termes, on a 


P'(h — h) 


I n- c 
0 . 1 *' 


On pent evidemmenl poser t 2 — U = O) -f- z a, X etant une quan¬ 
tile reelle comprise entre — ^ el la formule precedente montre 
que \ est posiiif: en efFet, la derivee, par rapport a la variable 
(reelle )\ de la fonclion (reelle) jd( to K -f- A), c’est-a-dire zjd'(gd, -r-z a), 
est de signe contraire a puisque jd( co, -f- z),) decroit quand A 
croit de o a j et croit quand A croit de — ^ a o; or, d'a pres la 
formule precedente, zp'(io, -f- i\), c’est-a-dire ip r (t 2 —est 
negatif. Ainsi A, c’est-a-dire i — t { — c^), est compris entre o 

et ~ 7 ~ ( 1 )• 

IL va sans dire que i’expression de p r (/ 2 — U) aurait pu etre de- 
duite, paries theoremes d’addition, des expressions de jd(/ 4 -f- to 3 ), 
p(t 2 -f- o> 3 ), jd'(^ -j- od3), jd ; (^ 2 -r <n 3 ). Void quelques formules ob- 
tenues par celte voieetqui pourraient servir pour le calcul de t iy t 2 : 


P(t i ■+■ f i) 


xhP- 


i a r* 


J>'Oi + h) ■■ 


infill — i-y * 

w~ 


P(t 2— /1) = 


h 

6 /- ’ 




ig c 


660 . L’cxpression de p l (t\ H- G) montre que t i -r- la valeur to, 
pour hl-= C 2 , c’est-a-dire pour c 2 = ~gl' 2 r 2 Q , valeur dont on re- 
connait de suite qu’elle est plus grande que la limite inferieure 
de c- et plus petite que la valeur de c- qui rend Jc 2 maximum. 
Pour cetle valeur particuliere, on se trouve dans un cas signale 
par M. Greenhill, oil les formules se simplifient notablement, 


( 1 ) Les valeurs des fonctions sn, cn, dn, pour les valeurs de p qui correspondent 
a t = q ou t = U se deduisent ires facilement des expressions de - — a. zb , 
- — c , et Ton a, dans lout ce qui precede, tout ce qu’il faut pour la determina¬ 
tion des signes. 



a 1 
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d'abord b est mil, en sorte que ie mobile restc compris entre 
l’equateur de la sphere et le parallele z = a; on a ensuilc 

i- r rfl . , 
rr ia- -+- n ,, „ v/ 

-v&v 


V ; e 7 ■ 


CWi 


•>. 1 2 K 




Lorsque C- est compris entre et «’ ^ est P 08 * 1 ^ et 

est negatif; e’est le contraire lorsque C depasse 
o’/-* on a, sm van t les deux cas, 


ti -h (U — 10!) < u> 3 

- — „- ^ ~ 0 

l " i 


661 . C’est surtout en vue de la determination de 0 (on de x, y) 
que nous avons calcule les valeurs de p(t, + <o 3 ), p'(t< H- w a ), — 
On a 

79 _ c __ _c_ / i__ J \ 

7 /- ~~ l' 2 — z 2 ~~ 21 \l — 5 l 4 - ^ / 


d'ouj en tenant compte des formules 

2 /2 

/ — 5 = (7 — a; — (5 — a) = — [p(^ + w 3 ) — p( t x w 3 ) ], 

2 /2 

1-+Z =d->ra)+-(z a) = - — [p(7-l- o) 3 ) — p ( t’i ■+■ CO 3 ) J, 


qui resultent immediatement des valeurs de l — a, l a, z — ct, 
que les precedents calculs mettent en evidence, 


70 

clt 


g c 


i 


4 1 * [pi7 -f- w 3 ) —p(^ -j- w 3 ) 


i 

p( £ -+- (O 3 / — p(h ■+" W 3 ) 


]• 


et en decomposant en elements simples, ou, ce qui revient au 
meme, en utilisant la seconde formule (CIII<), les expressions 
de p f (/j — to 3 ), p r (t 2 + co 3 ), ainsi que les formules (XII^s), 

.76 

77 = ^ {t ~ h) ~ h tl) ~~ ?( f +■ M - Ut + h) H- a^/i -+- a r 3 / 2 . 


En integrant et clioisissant la constante d’integration de fagon 
que 9 s : annule en meme temps que t v on a 


P2f0 


£i) ^ £ -f- £o ) 
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d’ailleurs, a cause des expressions de l — z que Foq a ecrites 
plus haul et des formules (VII,), on a aussi 


= (^- z) {l Z) 


(ac; 1 -— XT+y 1 ^(t-^{ 2 ) z'it — t* i z U~t, 

4 l’* ^ *1 U 

^(t -a- t x ) ?(t -f- 1 *) 3 (t — if,) -fit — t 2 ). 

3 * 2*3 ' 


, 2e »./o = lAAzAiiAinA) 

0 zit^t x ^t 2 


on, en ex tray ant les racines carrees et choisissant le signe de facon 
que Ton ait r = r 0 pour ^ r= o, 8 — o, 


t — ^ i) cr' ( 

7 | 777 " 


) * V X , *f X -i 


662 . Cette formule montre que x-\-iy et, par suite, x ety sont 
des fonctions unrvoques de t. La forme meme de x 4- iy montre 
que c’est une fonction doublement periodique de seconde espece; 
c’est le produit d’une exponentielle par la fonction 

?(0= —_—, 

dontles multiplicateurs p.,, u 3 relatifs aux periodes 2to,, 2to 3 sont 
respectivement 

(jii = Us = e-- r i3‘ti-i-tJ. 


On pourrait prendre pour 1’element simple relatif a la fonction 
x -4- iy la fonction 


=11,(0 = 


>(t 1+ t -2 — 


et transformer 1’expression de x -+- iy en la decomposant en ele¬ 
ments simples (n° 367 ). 

Nous nous bornerons a quelques remarques relatives a la fonc¬ 
tion ®(£), qui ne sont d’ailleurs que ^application des observations 
faites au n° 372 . D’apres ce qui a ete dit plus liaut, t { -f-0 est de 
la forme to, —}— aw 3 , cc etant un nombre reel compns entie o 6t 2, 
si I’on considere la fonction doublement periodique de seconde 
espece 

r ^(0 = c ?( 0 e ( r a +^0 


T. et M. — IV. 
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aux periodesaw,, 
20 ) 3 . sont respeclivement e~ a7ti , e ra '; si, par consequent, a est de 
la forme -> p et q etant des entiers premiers cnlre cux, [^( 0 ] 2? 
sera une fonction doublement periodique ordinaire ; il cn sera 
de me me de 1 ’expression 

7*2 q e 2/V/0-H2 q £ ( f\ ,+OCY] -Z , O' ? 


que Foil pourra obtenir sous forme explicite par la methode de 
decomposition en elements simples; elle ad met le pole unique co 3 , 
d’ordre de multiplicity l\q. Com me on a donne plus bant Fexpres- 
sion de p(t { + t 2 ), d’ou il est aise de deduire celle de ( p(aco ;J ), on 
voit le moyen de deduire Fequation algebrique que doit verifier 


la constante C pour que 
algebrique que verifie p 


a ait une valeur donnee ^? de Fequation 
, equation algebrique qui sera etu- 


diee plus tard. Nous nous eontenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d’ailleurs a la theorie des in¬ 
tegrals pseudo-elliptiques, que nous n’avons pas abordee; le cas 
simple ou a = i sera traite explicitement un pen plus loin ( 1 ). 


663. En posant 

^ _ l ^ 1 . / 2 

1 2.CO x ? 

de facon que les quantiles reelles r 2 soient positives et plus 
petites que les formules de passage des fonctions aux fonc- 
tions S fournissent immediatement les formules 


— Il 5 3 (t>o)5 4 (£>i) 5~f( P ) . 
i (t/’i;2r 2 () SrJ(p)’ 


x ~ ij ~ r§e ikv 


(o) Sr t ( ii\ — v) Sr 2 ( ir 2 — v) 
4 ( r) S"i (ii' i) ^2 ( ii' 2) 


ou l’on a pose, pour abreger, 


A ^4 ( i f '\ ) 1 

LSr s (^> 2 ) ^(iri) J ‘ 


^ ^ ^ ozr Oreenhill,^ .Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad, par 
Griess, Chap. Ill; voir aussi, pour ie cas ou a = i, le Traite de Mecanique ra- 
tionnelle de M. Appell, t. I, p. 4 9 <j. 
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On pcul faire sur ces expressions de z — a et de x~i\\ qui spe- 
cifient le mouvement du point x, y, z et qui sont appropriees an 
calcul numerique qnand on se donne les elements numeriques du 
probleme, quelques observations faciles qui se feraient d’ailleurs 
lout aussi bien, le lecteur ne Pignore pas, sur les equations diffe- 
rentielles du mouvement. 

L’expression de z — a montre que les valeurs de ^ se repro- 
duisent quand on remplace v par v 4- i; dans les memes condi¬ 
tions x -f- iy se reproduit multiplie par le facteur e /A , ainsi qu’il 
resulte des formules (XXXIV) on de ce que Pon vient de dire sur 
le caractere de la fonction xy- iy] lorsqu’on a la position M du 
mobile a l’instant t , il soffit done, pour obtenir sa position a Pin- 
stant £-|- 2co<, de faire tourner le plan MO^ d’un angle egal a A au¬ 
to ur de l’axe Oz; la periodicite du mouvement est ainsi bien 
mise en evidence et il est clair qu’il sufftra d’etudier le mouve¬ 
ment de t = o a t = 2 co* * II soffit me me de Petudier de t = o a 
/ — co i? car a deux valeurs de t egalement eloignees de to, cor¬ 
respondent deux valeurs de v de la forme ocq \ 4- nq dont la 
somme est egale a x, et, par suite, les valeurs de z que Pon ob- 
tient sont manifestement egales, tandis que les valeurs de x -f- iy 
s’obtiennent en multipliant un meme nombre 

'-(* + 1 *) %l(o) 

ue 31O)3- 2 0>2) 

par deux nombres imaginaires conjugues 

5*(- iri — «0 2n(— ir t - iv) oikw . 

e - zjZTfrT) ’ 

les deux positions correspondantes du mobile sont done sjme- 
triques par rapport an plan qui passe par Paxe des z et la posi¬ 
tion M| que le mobile occupe a Pinstant t = oq, (v = ±). Ce 
point est la position du mobile pour laquelle z est minimum; 
ses coordonnees sont donnees par les formules 

Erjr(o) ( ir j) 3 1 ( if\) j ( k+i A ). 

le coefficient de est manifestement positif: e’est lerajon 
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\ ectear r { de la projection du point JN1 * sur le plan dcs xy ; il est 

facile de verifier qu’il est egal a \! I' 1 — b 1 . 

L ? expression de x -My met en evidence que Tangle polaire de 
la projection du point est, a des multiples pres de 2 tt, egal a 
- — en sorte que la courbe decrite par Textrcmite du pendule 
est ferniee. ou non, suivant que ^A est nn nombre rationnel on 
irrationnel. On verra plus loin que tz + i A est Tangle dont to urn e 
effect!veinent le plan MO-s autour de Taxe 0,5 pendant que t croil 
de o a u s , et non cet angle augmente d’un multiple de 2^; mais 
cequi precede suffit a montrer Tinteret qui s’attache a la cons tan te 
reelle A dont il convient de dire quelques mots. 

664 . On peut me tire A sous la forme 

n=zza n~ 00 

A ^ sll 9. 71V 1 ^ (f ln - 1 sll ‘27r/' 2 

4 - ~ I — 2 ell ‘XT.l'i ~t~ l -r- 2 c h ~h ’ 

n—1 n=\ 

r, et r 2 sont positifs et plus petits que A; il en re suite que dans 
Tune et Taulre des series chaque terme est posltif^ r 2 etant plus 
grand que r l? on concoit que A soit negatif, et e’est un point que 
Halphen a etabli par tine analyse interessante que, toutefois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication ( 1 ). Ciiacune 
des series regardees comme une fonction soit de r { , soit de r 2l la 
variable etant supposee comprise entre o et A, est une fonction 
croissante : cela est evident pour cliaque terme de la premiere 
et se verifie sans peine pour chaque terme de la seconded il re- 
sulte de cette remarque que Ton a 



( ) A pres Halphen, M. de Saint-Germain a obtenu le in 6 me resultat sans laire 
usage des fonctions elliptiqnes; il a, en effet, montre [Cf. Note sur le pendule 
spherique {Bulletin des Sciences mathematiques, 2° ser., t. AX, p. n\)] que 
Tangle dont a tourne le plan MO5 autour de Qz quand t crolt dc o fi w, est plus 
petit que r; on va voir que cet angle est egal a £ + a; de sa demonstration re¬ 
sume done immediatement que a est negatif. 
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niais on a 


on en condo t 


II serait interessant d’etudier comment A varie avec la constante C 
dont dependent /*,, el cj. 

Signalons quelques auIres expressions de A. On a 


A= ip 4-/0 


= + aw, 4 ( _ oj, CUM 

i 2 i l l- i ir i -r- ir») 

Ja seconde de ces formnles qui, seule, a peut-etre besoin dupli¬ 
cation, a ete deduile de la premiere en remplacant dans la pre¬ 
miere des formnles (VII 3 ) u el a par t { + co 3 , t 2 -f- to 3 et en utili- 
santles valeors prealablement calculees de p(^~r w 3 ), -f- top, 

J0(^2 “4“ W 3 ), )* 

660. Dans le cas particnlier deja signale au n° 060 , ou 


ri + r s =A, & = b = o, 

U £ (v 


on a tout d’abord 


VS 


et le fait qne A est negatif apparait bien facilement en se servant 
de la relation K< qui donne 


tz x/l ' 1 -t- a 2 


y 1' 2 — a- 


— 1 ) < 0. 


L’interet de ce cas particnlier consiste en ce qne Ton j pent ob- 
tenir separement les valeurs de x et de y. En remplacant, dans 
l’expression de x -f- iy^ ir* par — ii\ , on trouve de suite 

3 j\(o) ?ji( h'i — p) Sj 3 (u'i -4- r ». 

37 + & = r « € - ^(iroStJrT) ’ 
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en. appliquant ensiute la premiere for mule (LVI^) et ics for- 
males (LXXI), puis en posant pour abreger 

. Sr 2 ( ir i ) STi () 

tJL = i F— T~- - r6TT ‘—v ’ 

on obtient 

x-f- iy = r 0 e i[k+lz ^ [cn(aKp)-+- i>sn(aKp) dn(^K^)], 
oo, puisque A et p. sont reels, 

jc= r 0 [cos(AH- tc)pcii(2Kp)- [x sin (A -h tt) v sn (aKp) dn( 2 Kp)L 
r = r 0 [ sin (\-h ~)v cd(2Kp)+ |K0s(ah-h)^sii(2Kp) dn(2Kt>)]. 

En faisant r dans ces formules et en se rappelant que pour 
cette valeur z est nul et \Jx~-\-y' 1 egal a /, on irouve sans peine 



et c’est ce qu’il n’est pas difficile de verifier, d’ailleurs, sur Fex- 
pression meme de tx. 

666. II nous reste a etudier, dans le cas general, la facon donl 
ft varie avec t. De Fexpression de e 1 ® donnee au n° 661 , on deduil 
aisement, au moyen des formules de passage des fonclious <7 aux 
fonctions 2>, la formule 

0 = At? " 1 " Ti 

ou l’on a pose, pour abreger, 

//{._ ^ 1(^1 — r )5. 2 (//' 2 —p) __ u\ — r) S Ti (p — .V — ir 2 ) . 

S'lfiVi -T- v)?J 2 (ir2- J r p) (iVi H- V) 2fi( P — 

dans celte formule qui donne, a cbaque instant £, l’angle 0 dont a 
tourne le rayon vecteur dans le plan des xy, il s’agit dc fixer, pour 
cbaque valeur de p, la determination du logaritlime. Nous nous y 
aTreterons d’autant plus volontiers que la meme question sc pre¬ 
sente dans un tres grand nombre d’applications. 

Pour suivre la voie reguliere qui a ete indiquee au Chapitre VI 
et qui permet surement de lever loute ambiguite, il faut tout 
d abord transformer Fexpression de ~ de maniere qu’il n’j figure 
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plus que les derivees logaritbmiques de la fonction S,; on trouve 

alors 


d 0 
dv 


J__ I” ^ 1 ( ^ i ?'1) i tv -T- ir 1) 

2 i |_Si ( p — u\) ir x ) 

4- ^ ~~ 2 — ^‘2) _ Si (p — -o -f- it\ ) 

^(p- !-,>,) (7 — ir -4- t> 2 ) 


et pour avoir la valeur de 9, qui correspond a une valeur donnee 
de p, il suffit d’effectuer les integrales rectilignes 


-*>i) 

J 0 St^p —z> 2 ) 





?j\ (V 4- ) 


tfp, 


On observera d’abord que dans revaluation des logaridimes, 
qui resultent de l’integration, on n’a a se preoccuper que des par¬ 
ties purement imaginaires 5 les parties reelies disparaissent evi- 
demment dans les differences. Les quatre integrales a e valuer 
peuvent etre remplacees par les suivantes 


— - — U‘* -f- V — -+-Z 

t n —//*! -f~ f p, 2 r ~ 

j 9 - ’ J " 


-- — ir* 


ou les signes 


/ 


portent maintenant sur la quantite le pro- 


bleme de revaluation de pareilies integrales a ete completement 
resolu au Chapitre VI; nous nous reporterons a la methode exposee 
aux n os 506 et suivants. 


667. Supposons d’abord que p soil compris entre o et c’est- 
a-dire que t soit compris entre 0 et co { ; on voit alors de suite que 
pour les quatre integrales le chemin d’integration est contenu dans 
J’aire du rectangle (R) figure a la page i55 du tome III et forme 
par la reunion des quatre rectangles (R,), (R 2 ), (R 3 ), (R*)? en 
sorte que (CXVIIL ) les quatre integrales precedentes sont respec- 
tivement egales a 

logS^P — z/’i) — logSq (— z/’i), 

log S'! (p -h ir 1 ) — logSi (ir 1), 

logSj (p — j — ir 2 ) — logSTi(— J-— i> 2 ), 

log zr ] (p — t H - ir*) — log«n ( ?H - if 2)? 
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ou les logarithmes onl leurs determinations principales, en obser¬ 
vant toutefois qne les points 2h (—-j ^’2)? ( 2 lr 2) doi- 

vent etre regardes comme Slant le premier sur le bord inferieur 
de la coopure de gauche, le second sur le bord superieur de la 
meme coupure, en sorte que les coefficients de i dans les loga¬ 
rithmes sont respectivement — tz , 4- ils sont ~ el - pour 
log 5, //*,), logS* (?><); on aura done, dans ce cas, 

0 = ap -r iog^i(r — />! ) 

•2 l 

-~-log2Ti ^ 

en attribuant aux logarithmes leurs determinations principales; 
d’ailleurs, le point (y -f- ir A ) est situe dans Faire (R' ), le point 
5 , ir — ir { ) est le point de Faire (R' 4 ) symetriquement place par 
rapport a l’axe des quantiles reelles; il resuite de la que 


— log 3 *! (-r- ii\) 

— ~ — ir^— logSq — d■ -+■ Wj J -+- 


r 

2 i 


[logSrRp — iri) — log 2 j( v H- j/n)] 


est Tangle, compris entre 0 et — dont il faut faire tourner le 

rayon vecteur qui va de 0 au point (p -h h '\) pour l’amener sur 
la par tie positive de l’axe des quantiles reelles \ de meme, puisque 
les points 2^ (v — ~ (v — - -p i /\) sont symetriquement 

places dans les aires (R'), (Hi), on voit que 


1 


2 L 



ii\) — logSq 


"■■)] 


est Tangle (obtus), compris entre — ^ et —■ 71, dont il faut faire 
tourner le vecteur qui va du point o au point 2h (y — 4 -h ir 2 ) pour 
Famener sur la partie positive de Faxe des quantites reelles ; d’apres 
cela, on reconnait tres aisement que Ton peut ecrire 

a -f- p 

0 — A P H— - 5 

2 

en design ant par a et [} deux angles positifs, moindres que tz, 
dont le premier s’oblient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point 0 au point 2 r* ( ir { -f- p) pour Famener 
sur le vecteur qui va du point o au point 2r< ( ir { — p), dont le se- 
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cond s’obtient en faisant to timer dans le meme sens le vecteur qui 
va da point o au point S, (*> — i ir 2 ) on ^(r-w/V i pour 

I’amencr sur le vecleur qui va du point o au point < r — 1 _ 

on (o — //*o); on peut encore ecrire, si Ton veut, 

0 = .vr+ log/( v), 

en convcnanl de prendre le second terrne du second membre com- 
pris entre o et tz; il a d’ailleurs la valeur o pour o = o, et la va- 
leur 7z pour v = 4 ; pour r = o, a et [3 sont nuls; pour c = a 
et (3 sont egaux a -. L’angle 0 dont le plan MO z a to urn e autour 
de Oz, quand £ varie de o a coj (c de o a ^), est bien egal, comme 
on Fa dit plus haul, a - -f- 

De ce que A est compris entre —- et o on conclut que 0 est 
compris entre ^ et C’est Puiseux qui a, le premier, demon tre 

que 0 est toujours plus grand que Sa demonstration {Journal 
de Liouville, i re serie, t. VII; 1842 ), qui est devenue classique, 
n’a toutefois rien a voir avec la theorie des fonctions elliptiques. 


668 . Nous avons expose ces resultats en suivant pas a pas la voie 
indiquee au Chapitre VI; on y parvient d’une facon plus courte, 
en interpretant la formule m^me qui donne I’expression de 6 et en 
remarquant que 0 devant s’annuler pour t = 0 , log/(r) doit etre 
nul pour v = o et que les valeurs que prend successivement cette 
fonction se suivent d’une facon continue. En se reportant tou- 
jours a la Jig. 1 55 du Tome Ill, et en suivant la facon dont se de- 
placent dans les aires (R'), (R' 2 ), (R' 3 ), (R 4 ) les points ( ir { -f- 0 ), 
2 ro(fr 4 —*>), ... on n’a aucune peine a retrouver les resultats 
precedents. 

L’etude peut se poursuivre lorsque 0 est compris entre 4- et 1 , 
en partant de la propriete /(1 — 0 ) f(v) = 1 de la fonction f{o) 
qui re suite immediatement des form tiles (XXXIV); si Ion pose 
r = iq-uq on devra, a cause de cette propriete, adopter, pour 
les valeurs de w comprises entre o et une determination de 

log/(~ + iv) de la forme 




— ^ 1 


; 
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ou k est un nombre entier determine; cet entier est, d’ailleurs, 
egal a 2 , puisque pour v = 4, <v = o, la formule precedente se 
reduit a log/(4) = ikr.el que l’on sait que log/(4) = 2 in. La sj- 
rnetrie du mouvement se reconnait Ires aisement sur cette meme 
formule; nous ne nous y arreterons pas, puisqu’elle a ele etablie 
sur 1’expression de x iy. En resume, de v = ^ a v = i, on a 

0 = AO -r- A l0g/( D 

si Ton convient de prendre pour le second terme du second 
membre cellede ses determinations qui est comprise entre tz et 2 tz. 
Pour r = i ? on a 

0 = A -f- A log/(i) = a -4- ' 21 U = 20; 

ce dernier resultat aurait pu se deduire aisement de la formule 

(CXXVIIlo). 

Pour poursuivre cette etude lorsque v est plus grand que i, il 
suffirait de partir de la propriete de la fonction v exprimee par les 
relations 

/((i)=/(i + 0=/(a+q=/(3 + p)=...; 
on peut ainsi montrer directement que quand v est successivement 

* •> ■> T- ft it —(— r 7 

compns entre i et|, et 2 , 2 et . . ., - et —-— ? • * ■ ? c est- 
a-dire t entre 2 co 1 et 3coj, 3co i et 4 4et o co t , ..., 11 to* et 

(n -f- i)(o t ..on doit dans la formule 

0 = AP H- A l0g/(0) 

prendre successivement, pour le second terme du second membre, 
celle de ses determinations qui est comprise entre 27 c et 3 tc, 3tc 
et i 4” et 5 t:, .. n~ et (n 1 ) 7 :, .... 

§ VI. — Mouvement d’un corps solid© autour d’un point fixe 
dans le cas ou il n’y a pas de force exterieure. 

869. Nous allons etudier le mouvement d’un corps solide dont 
un point 0 est fixe et qui n’est soumis a aucune force autre que 
la reaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concerne 
la partie mecanique du probleme et Petablissement. des Equations 
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diflerentielles du mouvement, aux divers Traites de Mecanique ra- 
tionnelle, particulierement a la Note de M. Darboux sur les mou- 
vements a la Poinsor, qui se Irouve dans le Traite de Despe\rous; 
nous emprunterons a cette Note nos notations, d’une part, et, 
d’autre part, Pequation differentielle de rherpolodie. 

Le corps solide est rapporte a un systeme de coordonnees rec- 
tangulaires Oxyz qu’il entraine avec iui et que Ton supposera 
coincider avec les axes principaux d’inertie relatifs au point 0. Le 
probleme final consiste a determiner a cliaque instant la posi¬ 
tion du triedre Oxyz par rapport a un systeme d’axes fixes OXYZ; 
il estresolu si l’on connait, en fonction du temps t, les trois angles 
d’Euler qui determinent la position du triedre mobile par rapport 
an triedre fixe. G’est a ce resultat que nous nous attaclierons ( 1 ). 

Soit (E) Pellipsoide d’inertie du solide pour le point 0;soitOO 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation to, vecteur 
dont les projections sur les axes Ox, 0 y, 0 z sont p, q, r. Le 
moment des quantiles de mouvement est un vecteur fixe dans 
respace dont nous designerons la longueur par /, et dont les pro¬ 
jections sur les axes Ox, O y, 0^ sont Ap, B q, C r 9 en designant 
par A., B, C Jes moments d’inertie du solide par rapport a ces 
axes. L’ellipsoide (E) estconstamment tangent a un plan fixe (II), 
au point J oil ce plan est perce par la demi-droite qui porte le 
vecteur OQ; le lieu du point J dans le plan fixe (II) est Pberpo- 
lodie, le lieu du meme point sur Pellipsoide (E) est la polodie; la 
polodie roule sans glisser sur l’lierpolodie; le probleme pent etre 
regarde com me re so lu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons de cote les cas ou la polodie se decompose en deux 
ellipses se coupant suivant l’axe moyen de (E), ou en deux cercles 
paralleles, ou encore se reduit a deux points; Pherpolodie est 


( 1 ) M. Klein a employ'd d’autres paramelres qui donnent des resuliats plus 
symelriques. On peul consuller, sur ce sujet, le livre qu'il a publieavec M. Som- 
merfield sous le tilre Leber die Theorie des Kreisels, ou une Note de M. Lacour 
dans les Nouvelles Annales de Mathematiques, 5 e serie, t. III; 1699. Les ex¬ 
pressions des neuf cosinus .sont dues a Jacobi ( Journal de Crelle, t. 39 ; ib 5 o). Les 
formules auxquelles nous nous bornons ont ele donnees sous une forme a peine 
diflerenle par Ilermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques , 
Paris, i 885 ). On peut aussi consuiter : Halphen, Traite des fonctions elliptiques, 
t. II; 1888; Lindemann, Sitzungsberichte de l’Academie des Sciences de Munich, 
t. XXVIII; 1898, et Lacour, Annales de VEcole Normale superieure , 1900. 
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alors une spirale (dont Fequation s’oblient au moyen des fonctions 
elementaires), un cercle ou un point. 

Nous supposerons l’herpolodie, dans Jc plan (11), rapportee a 
un systeme de coordonnees polaires; le pole sera 1c pied P de la 
perpendiculaire abaissee de 0 sur (II) el l’axe polaire sera la direc¬ 
tion qui va du point P vers la position initiale J 0 du point J; nous 
representerons par 0 la distance OP du point O au plan (II) : elle 
est evidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des 

quantiles -L > nous designerons par R8 et 0 les coor- 

y/A y/B / c 

donnees polaires du point J dans le plan (II). 

Les integrales des forces vives et des a ires fournissenl les re¬ 
lations 

h = A p ' 1 r 1 , l ' 1 = A -p 2 + B 2 (/ 2 -rC' 2 r ~; 

la constante des forces vives h est liee a l par la relation h = l- o' 2 
qui se deduit immediatement de ce que, si x , y, z designent les 
coordonnees du point J par rapport au triedre Oxyz, on a 

rr 2 _ r 2 _ z 2 _ rp~j~ B' 2 o 2 1 1 

p~ q~ r- co 2 Ji l 1 o 2 

Nous introduirons enfin une constante positive [j. definie paries 
relations 

\x=0\fll = l o' 1 . 

On a alors 

co 2 = /ig 2 (i-H R2) = JX S (I+ R2). 

670. Nous poserons 

— = Ao 2 ; -- “Bo 2 , - = G o 2 ; 

a b e 

en vertu d’une observation anlerieure, 1 est compris entre la plus 
grande et la plus petite des quantiles a , b, c ; nous poserons aussi 

T a — — (i — — c). 

T d =— — a), 

T c = (t —a)(i — b). 

Enfin, nous nous contenterons d’ecrire les equations suivantes 
dans les cinq premieres desquelles on reconnaitra les equations 
d Euler, les integrales des forces vives et des aires, et dont les trois 
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dernieres s’obliennent en resolvant, par rapport a p-. rj- , celles 
des equations precedentes qui sont lineaires eap-, ef. ,-2. 

be ^ -i-a(b— c)qr = o, + 'll + '1 = 

at a b c 1 7 

ca ~ -h b(c — a) rp = o, ~ f ll < ll — ,.2 

dt ' 1 a 1 c 2 ~ ‘ ’ 

ab %^- C( ~ n — b )P C l = 0 -. P- H- <72 -f- ,-2 = 0)2 = iU 5 ,_ Ri + 

e i = = ^|A 2 (T,-R 2 ) C !;aS.T c _ RS , 

(c — a)(a — b)’ 1 (a—bub —C)’ '' ~ \b — cue —a)' 

De ces equations, de la relation 


dp 

p Jt ^ q 


dq 

dt 


dr 


jjlR 


d R 


dt ~ dt 

et des equations d’Euler, on tire sans peine la relation 
dK 1 


R-2 


dt 1 


! J - 2 (T, ; — R 2 ) (TV, — R 2 ) (T t . —* R- j. 


Si Foil y fait 


P* R- = i ! J - 2 (T t< + TWT C ) — y u 


elle prend la forme normale 

i~dx) = 40 '! — «a) (jt'i — -ap) (jKx — 
oil 

<?x = l [ J d( T 6 H- T c — ‘iT a ), ep — <5 V = rx 2 (6 — c) (r — a) : 
ep = -J- [J- 2 (T C + T,~ aT*), e y — e a = u 2 (c — a) (1 — b), 
dy = t ;j. 2 (T ft -f- TV, — aT c ), — ep = a 2 ( a — b) (1 — c i. 

Nous conviendrons de ranger les axes Ox, Oy 7 Oz de maniere 
que b soit compris entre a et c et que (1 — b) (1 — c) soit positif; 
deux cas sont alors possibles : 

i° a > b > 1 > c, 

•2 0 a < b < 1 < c ; 


on constate que, dans ces deux cas, on a e Y > V> £3*, nous pren- 
drons toujours, en consequence, y == i,a = 2, p = 3 ; en sorte 
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\~e { — e, = p. | \\a — c) {b — i) |, 

\ r e,~ el = — jj. [ /(« — b ) (' i — c ) |, 

— e 3 ~ = a | \/(0 — c){a— i) |, 

671 . L’integrale de liquation diflerentielle eny { estde la forme 

J'i = >0; 

a elant une constante. 11 est aise de re conn ait re que Paxe instan- 
tane de rotation vient, pour des valeurs convenablcs de /, se pla¬ 
cer dans le plan des xz; nous choisirons un de ces instants pour 
origine du temps; nous supposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour t = o, les valeurs p> 0 , r 0 
de p : r soient positives; pour t = o, q = o, et, d’apres la seconde 
equation d’Euler, ^ est du signe de a — c; nous designerons 
par £ 1’unite positive 011 negative suivant que a est plus grand ou 
plus petit que c\ enfin, nous introduirons une constante purement 
imaginaire v satisfaisant aux inegalites o et dcfinie par 

les egalites concordantes 

;io‘’ = Y • (a — c) |, ^ \y/(a — b){a — c) |, 

£30 <’ = ^\<J{a — i)(a-b)\, 
ip'v = 1 z[x*(a — b)(a — c)(a — i). 

Pour t = o, q = 0 , R 2 doit Stre egal a T 4 , done y, qui se reduil 
a pi doit elre egal a e 3 ; 1 doit done 6tre congru a w 3 , modulis 
aw,, 2 t),; rien n’empeche de supposer 1 = w 3 . De la relation 
r> = £>(* -r- w 3 ) on conclut l’expression de R 2 en fonction de t, 
savoir 

R3 = (c — i)(i — a) — ~(e l — e 3 )(e 2 — e 3 )i , S3 t. 

= rj [i - (*i -«.) m , 3 = r j 

C> 3 £ o j 

ou R 0 est la valeur de R pour t — o; ajant ainsi 1’expression de y, 
ou de R 2 , on en deduit celle de p\ q'-, r 2 , puis, en extrayant les 
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racines carrees et en determinant les signes de facon que, pour 
t = o, p, r soient positifs et cjue q ait le signe de s. 


P = 



13 t 


q = zb[x 1 \ 0 a — — 



c) j ?o»/ = 




Cl — c 

ac 


rJ* 


672. Pour determiner 0 en fonction de t, nous partirons de la 

relation, etablie par M. Darboux, 

1 _ , 0 — a ) ( 1 — b) ( i — 

p. dt ~ 1 " 1 Ra ; 

il suflit de remplacer R 2 par sa valeur en fonction de pt, et d’ap- 
pliquer la methode de decomposition en elements simples, on 
plutol la seconde formule (Gllli), pour trouver 

clQ , i 

— = fJL b H- : - ~r -, 

dl •lit pt — jhc ’ ) 

= \±b H- [2?0’ -I- Wi) -h £( t — c — Wi) - + ); 


puis, en integrant, on obtient, apres quelques reductions faciles, 


0 = ( pi a — izT s v)t — 


11 


loo 


3*1 (v—t) 




cj'i f p — t) 
Cj i ( P -4“ t ) 


En multipliant Eexpression de e~ iz& par la derniere des expres¬ 
sions de R 2 , extrajant les racines carrees et choisissant le signe 
de facon que, pour t = o, Eexpression de Re /s0 se reduise a R 0 , 
on a enfin 

Re ^6 = R 0 ; 

^ 1 P 3 t 


le signe se conserve puisque le second membre reste continuet ne 
s’annule pas. 

Cette derniere formule montre que, dans le plan (EE), les coor- 
donnees rectangulaires d’un point de Eherpolodie sont des fonc- 
lions univoques de t , et ce resultal pent, a la rigueur, dispenser 
de recherclier quelle determination on doit donner au logarithme 
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Jans Pexpression de 0. Ao reste, celte recherche nc presente 
aucime difliculte si Yon applique la meme methode quc dans le 
pendule spherique. Pour p = (V, t= 2 m * T, on a 


Oil 


^0 __ p;(T - K> — ■>) _ % ( T -+- W — j) 

c/t A an Sq (t — (p — }) 5 i (t + tv — i) 


A = ‘Its) 1 \xb 


r 


LI 


w 

—=■— = 2 to i u. a -h 

.-7 2 W 


I 


l 


2q (p ’ 


Lorsque T varie de 0 a 1, on en deduit 

0 = AT + S7U-4-S ^.log/(T), 
011 Ton a pose, pour abreger, 


/(T) 


Sr t (T— cp — 1) ^ 
2q(T -5- w — {) 


et 011 log/(T) mesure l’angle negatif dont il faut faire lourner 
le vecteur allant de o a £q(T-f-w — ~) pour Pamener sur 1 ’axc 
des quantiles positives. Cet angle est obtus, droit on aigu suivant 
que T est inferieur, egal 011 superieur a il est nul pour T = 1 . 
Si done on designe par 0, l’angle polaire du premier point de tan- 
gence J, de l’herpolodie avec le cercle de centre P et de rajon 
Y /“ — on a 

Pour T = 1, on obtiendra de meme, pour 1 ’angle polaire 0 2 du 
premier point de tangence J 2 de Fherpolodie avec le cercle de 
centre P et de rajon \U- — ci 1 (apres le point J 0 ), 

0, = ah-st:= -20!. 

Lorsque T varie de 11 a /z-f-i, n designant 1111 entier positif quel- 
conque, on devra prendre dans I’expression precedente qui donne 0 

en fonction de T, 

77 lo g/( t) = -+- mz 4- Iog/( T — n), 

ou le logarithme qui figure dans le second terme du second membre 
est determine par ce qui precede, puisque T — n est compris 
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enlre o et i. La sy me trie de l'herpolodie par rapport a PJ f on a PJ1 
s’etablit comme dans 1’etude de la courbe decrite par la projec¬ 
tion de OM sur ie plan des xy dans Pelade da pendule spherique. 

673. II reste a determiner, en fonetion de t, les angles d'Euler 
9, z> qai fixent la position du triedre O xyz, entraine avec le corps, 
par rapport an triedre fixe OXYZ. .Nous ehoisirons l'axe OZ sui- 
vant la direction fixe du vecteur qai represente le moment des 
quantiles de mouvement par rapport a 0, et nous supposerons 
essentiellenient que le triedre 0X1 Z a la meme disposition que le 
triedre O xyz ; les neuf cosinus directeurs des axes Ox, Oy, 0 
par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment designes 
par le Tableau : 



JO 

I ! 

V ! = 

1 

X. .. 

a. 

1 a 3 

Y. ... 

u 

i 

! j.-. 

z... . 

V i 

‘ 

I 


i - 1 i * 

\ 


quant aux angles A, 9 , <p, ce sont les angles dont il faut,pour Pame- 
ner sur le triedre OXYZ, faire tourner le triedre 0 xyz : i° au¬ 
to ur de OZ, 2° autour dime direction arbitrairement clioisie OX, 
sur rinterscction des plans des xy et des XY, 3 ° autour de 0 ^: 
par ces rotations successives, le triedre OXYZ occupe successive- 
men t les positions OX, Y, Z, OX, 11 Z, 0 xyz, et l’on passe dim 
sy steme d’axes an suivant par les form ales 

X = Xicosd' — Yi sin ,] j, Y = X x si ml -y Y x cos6, 

Yj: = Y 2 cos 0 —z sin 0 , Z = Y 2 sinO -r- ^ cos 0 , 

X x — x cos cp — y sin o, Y« = x sin a y- y cos e ; 

l’elimination de X,, Y,, 1 2 entre ces formules fournit les expres¬ 
sions de X, Y, Z an moyen de .r, y, z, et les expressions des 
neuf cosin us directeurs au moyen de 9 , A, o. 

T. et U. — XV. l 4 
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Les form u les de Cinematique 


P = 


ebb cl 0 

“ 7 - -i- COSO - 77 ; 

dt ‘ clt 


C 1 


db 

dt 


dft 
dt 9 


3 b 


^ dt 


do 

dt 


peuvent s'ecrire immediatement en envisage ant la rotation repre¬ 
sentee par le segment 00 (rotation dont les composantes suivant 
les axes Ox, 0 y, 0 ^ sont p, q , r) coniine resultant de la compo- 

* • 1 * • tlb * . /~\ry do • d§ 

sition des trois rotations suivant OZ, suivant (Jr, — sui¬ 
vant 0 X| et en appliquant le tlieoreme des projections. 

La determination de A, 9 , <p en fonction de t revient a l’inte- 
srration de ces trois equations differentiellcs lineaires ou p, q, r 
sont maintenant des fonctions connues de l. 


674 . Les projections sur Ox, Oy, Oz de Faxe fixe des quan¬ 
tiles de mouvement par rapport a O etant Ap, B q, C/q on a 


(1 = sinO sino = = iyje 2 — e 3 P £13 t, 


sinO coso ■ 


■ — s sje 1 — e z ^[o e £03 A 


V 3 = COS 0 = — = C 32^?23 t\ 


on tire de la 

sin -6 = ,_ J 1 . , » 31 = (f l Ollte-PQ = (e , - „) ?(* . ~ ^ ; 

- 3 - '~ 3 (pp-e 2 )(pt-e 3 ) v 87 firs'll 


cette expression ne s’annule pour aucune valeur de t ; sa racine 
carree, devant etre continue, ne peut changer de signe; on clevra 
done donner a cette racine carree le signe de la valeur ini dale de 
sin 6 , que nous supposerons positive : on pent, en efifet, supposer 
toujours que Tangle 0 O est compris entre 0 et it; il en sera alors 
toujours de meme de Tangle 0 , et Ton aura 


sin 6 = — J < 


V e 2 — e z 


[ i/V ( t -f- v) f (t — v ) | ^ 


tfo P * t 


des lors sin 0 , cos 9 , sins, cosetant determines sans ambiguite, il 
n y a plus qu a determiner Tangle A, c ; est-a-dire qu’a integrer Tune 

des equations de la Cinematique, ou tout est connu sauf ~ ; il est 



APPLICATIONS A LA GE031ETRIE ET A LA MtCAXIQCE. 201 

commode de se sei \ ir de Is. combinaison obtenue cn inultipliant 
la premiere par sins, la seconde par cosy et en ajoutani, ce qui 
don ne 

= p sine, -h g cos 9 _ ^ />sino — q coso 

dt “ ( 'j sine cose — 1 p ! 7i 

— smo — -f coso 
a 1 b 

puis, cn rcmplacant sins et cosy dans le dernier membre par les 
quantiles proportionnelles 

1 ebb a b 

;jl dt ~ p* qi 3 

a- ‘ b- 


^aleurs precedemment trouvees pour p, q donnent 


ensuite 


£1+2: 
a b 


1 — c . yo T b 

= a 3 t pi — e, h- -ici —pp) 


d 5 ou Ton conclut 
1 dty 


1 p v 

-— a _j- : — —2 - 

ijl at 2ISJjl p t — p 9 




puis, en integrant, et en supposant que A soil nul pour t = o, 

6 = t [ia + — )-r- log —-: 

V is^ J 2iz 0 

la determination du logariihme donne lieu a des observations ana¬ 
logues a celles que Ton a developpees dans la theorie du pendule 
splierique et rappelees a propos de Tangle 0; nous nous contente- 
rons d’enoncer les resultats : 

Si Ton pose 




C — t 
2 0)! 


.( —V 

\ 2 0)! / 


on aura 


f . <?(V -r- 0 2T iX V I 

- log —7-7- = —~ ~ t— -r l0g/i(/l, 

l b <f(V — t) 0*i l i J 


et si t = 2 -f- t\ 11 etant entier el ^ etant compris entre o 
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et 2 CO ^ on devra prendre 

’ log/i(0 = 5 ' 1C + 7 ^°sf 1 ( 1 ')’ 

I lo%f\ ( t’ ) elant nn nombre reel compris entre o et arc; si t ! est 
compris entre o et l log/ { (F) est le double de F angle positif 
aigu dont il fant faire tourner le vecteur qui va du point o an point 
) pour Famener sur la partie positive de Faxe des quan¬ 
tiles purement imaginaires; pour deux valeurs de t r egalement 
eloignees de w i7 les deux valeurs de |log/’(F) ont line somme 
egale a si n est un nombre entier, on a 

j log/i(/ia)!) = n-. 

675. La solution pent etre regardee com me achevee, puisque 
les neuf cosinus s’expriment an nioyen de A, 0, <p. Hermite a 
toutefois donne pour ces neuf cosinus directeurs des expressions 
simples qu'iL nous reste a faire connaitre. 

Calculons d'abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai- 
sant t = o dans les expressions qui donnent sinQ, cosQ, sin v, coso, 
on trouve 

sinG.j = i v W\ cos 0 o = £ 32 p, sin<p 0 = i, coso 0 = o ; 

on a ensuite, en aflectant d’indices superieurs o les valeurs ini¬ 
tiales des cosinus, et se rappel ant que A 0 = o, 

a i = 0 ' a 2= —= (3J=:cos0 o , p2 = o, pg = — sin0 o ; 

Yl = s iu0O: Y2 ' = ~ O) Y» = COsOq. 

Rappelons encore les formules de Cinematique 

2 1 ~ r:x - %'. 1 =pcc z — ra 1? a/ 3 = q —/?a 2 , 

et celles qu on en deduit par les permutations circulaires effec- 
tuees sur les lettres a, [3, y, permutations qui laissent invariables 
les quantiles/), r/, r anssi bien que les indices i, 2 , 3; dans ces 
formules, comme dans celles qui suivent, les accents indiquent 
les derivees prises par rapport a t. 
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En utilisant ces relations, le fait bien connu. que dans le deter¬ 


minant 


y.i y 1 a 3 

OOO 
Hi H2 H3 

Vi V- 7u 


chaque element esl egal an mineur correspondant, et les resultats 
deja acquis, on trouve sans peine 


(l , . n \ y. '» -f- i & So 


a 3 a, - 


•iAZ7i±<7-,'2 




, " 1 //2 

'ZTZs: 

«- 6 2 


. ^ , . r/6 

i s = — loff 5 i n u — z £ -— * 
t// dt 53 ^7 


En integrant entre les limites o et £, et en se rappelant que pour 
t = o, a 3 fs[j 3 doit se reduire a 

— U sin0 o = £ v/e 2 — e 3 * 02 r, 

ce qui determine la constante d’integration, on par vie nt aisement 
a la for mule 

Uv — t) 


ct3 -+- i£p3 — £ \/ e 2 — ^3 


Ho r H £ 




En changeant i en — i dans cette formule, ce qui change v de 
signe, on obtient 


a 3 — i£^ 3 : 


*(*+.*-> p—t • 


■ £ \Je* — e 3 - v K ^ - 7 
cHo e t 


en sorte que a 3 et (3 3 sont entierement determines. 
On a ensuite 


ou -+- i*ej3 2 = 


- 72 Y 3 

a 3 — i£^3 


= [5 12 ^ ?32 P £(13 ^ ^23 £ -r- ?02 ^ $13 ^ J ~ 

Hi p 1H3 c d t -7- d v d <±v d yt 

— cr'oP o 32 -f- £) 


HoP 3 t 




. gl/Ejia—^ t 



20 4 fonctions elliptiques. 

et, par consequent, en tenant compte cle la formule (XV.,), 


Ob -T- iz o . 2 = - - il Qtizy.a-hYv) t 

G^j P Cl^j £ J 


Ob — J£jo = 


• + o 


q- (UiJ.a-bty) t m 


De meme 


1 a 2 — zs3 2 

= h[(e z -~ e*>) f 02 P J 12 p ? 03 1 fi3 * *32 P $03 t J — ' ^ — 

^(r -f -£) 

— /- ^ g 3 g 2 ) S' P P o' / cr' 1 / -f- o', (; o' P &.->£ Cm / 


on. en 


tenant compte de la formule (XV 5 ), 


a l 4- i£pi = is nil - l J e {izy.a+^£ 

S's P 3 t • ’ 

a i = — Is e-{iz\ J .a-+- , ( i t>)t' 

^ UJ / 



CHAPITRE II. 

PREMIERES APPLICATIONS A L’ALGEBRE ET A L’ARITHMETIQUE. 


§ I. — Division des p^riodes par un nombre entier. 

676. Nous allons nous occuper du probleme qui consiste a 
trouver, quand on se donne g 2 et §- 3j 0 u A, les valeurs de pa p , q on 
sna Pi? , ou 1’on a pose suivant les cas 

ip to i -4- i q 3 ^ _ ip K -f- i- q i K' 

&p,q ^Pi ( l =: ~ ? 


en d^signant par n un entier positif donne et par /?, q des entiers 
quelconques, tels toutefois que 2 p, <iq ne soient pas tons les deux 
divisibles par n. Ce probleme se relie au probleme de la transfor¬ 
mation d’une part, et, d’autre part, a la recherche des valeurs de 
p sn - quand on se donne pu, sn w, c 7 est-a-dire au probleme 
de la division del’argument; pour^ 2 = 4j = o, ilest, d’ailleurs, 
identique au probleme de la division de la iemniscate dont nous 
nous occuperons plus loin. 

Le probleme ne se presente pas pour n= 2 ; il a ete complete- 
men t resolu pour n = 4 (n os 117, 334); nous reunissons ici les 
formules que Ton a obtenues; les signes superieur et inferieur se 
correspondent dans les deux membres d’une meme equation : 


2 


= e t -h (ei—- ez)k' y = e z —(e x — e z )k\ p 


^3 nz o)i_ _ 


e 2 i(e 1 — e 3 ) kk’ 


K 1 

sn — = . - * 

a s/i-hk' 

K sjV 


Sf 1 4 - h' 


da ~ = v//:', 
2 


i K' i 
sn - = —> 

a yfk 

z'K' sfi~k 


iK' 


cn 


dn-= \/1 -f* 4 *, dn 

2 


K dt iK' _ sj 1 - 4 - k dz i\I 1 — k 
2 ~ 2 \fk 

KdoiK! = i=f=t y/*' 
a /a */* 

Iv rt z’K' s/ k 1 


= zpisj\ — k!) 

/a 


2 
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677. D’une facongenerale,lesvaleurs dc,p« P)? sont racinesd’unc 

equation f(y) = 0 de degre —-— on —-—, suivant quc n est 

impair ou pair, equationque Pon a appris a former aux n cs 456, 

460 et dont on obtienl, suivant les cas, le premier niembre 

en remplacant p u par £ dans W n (u) ou dans — W n (u) (CIV); 

suivant que n esl impair ou pair, la premiere 011 la secondc de 
ces expressions est un polynome en pu dont les coefficients sont 
des polvnomes entiers en g 2) g 3 a coefficients numeriques ration- 
11 els. Quant a Pequation F (z) dont les racines sont les valours 
non nulies de sn -cip^q, elle se deduit immediaLement de la prece- 
dente; en regardant pour un instant K et K/ comme des fonclions 
de v, puis en prenant to, = K, co 3 = z’K', el, par suite, \/e t — e ;i = t , 


P(w| K, zK') = 


1 -+■ /v 2 


sn 2 y u | 7;) 


(*). 


en sorte que Pequation F(:;)=o resulte de P elimination de y 
enlre les deux relations 


f(v) = o, 7: 


on a alors 


I __ i±*!. 

~ 3 ; 


? 2 = ;! ( 4 - — /r 2 -f- 1), $3= -4 (2/7- 


et les coefficients de Pequation F (z) = o sont evidemment des 
polvnomes en k' 2 a coefficients numeriques rationnels. 

Xous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas 
on 11 — av -f -1 est un no mb re premier impair; Pequation f(y) — 0 
est alors de degre i(n 2 — 1 ) = 2 v (v -}- 1 ). Puisque ses coeffi- 
cients sont rationnels en g 2 , g 5: elle ne change pas quand on rem- 
place co i; is ) 3 par = aw 1 -j- [3to 3 , Q 3 — ycoj -j- oto 3 , a, p, y, 0 etant 
des entiers qui verifient la relation 0.0 — Py = 1 : en elTet, ces sub¬ 
stitutions ne changent ni les quantites g 2l g' 3 , ni la fonction pu. 
De meme 1 equation F(s) = 0 , de degre 2v(v 1 ) en s, ne change 

pas quand on remplace v par a ’ etant des entiers qui 

\erifient la condition a 0 — py = 1 , les nombres a, 3 etant en outre 


(*) (XCYI) Cf. Now. Ann. de Mathem 3 C ser., t. XIX, p. 2. 
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assujctlis a eire impairs, el les nombres ji. y etani pairs, puisque 
ces substitutions ne changent ni 74 . ni sn 2 u. 

678. Appelotis element 1111 couple cle nonibres entiers (p* 7 i 
ranges clans un ordre determine et c|iii ne soient pas to us deux 
divisibles par n. Nous dirons que deux elements i p. y\ * p\ q\ 
sont inclistincts lorsque les deux nombres p — p\ q — q on les 
deux nombres p-j-p', q-\- q ! sont divisibles par n, eo sorte que Ton 
ait p{up,q)—p{cip\q)- On observers que Ton pent ton jours rem- 
placer irn element donne (/?, cj) par un element lp\ q i qui n'en 
soit pas distinct, et dans lequel //, q 1 soient premiers entre eux; 
on pent me me im poser, en outre, a p 1 , q ! la condition de donner 
comme rcstes, pour un module quelconque a, premier a n.. des 
nombres s, arbitrairement choisis, pourvu que Tun d'eux soit 
premier a a. Rappelons, en effet, que la forme Ax ~ B, ou Aet B 
sont des entiers fixes et x un entier variable, peut re pres enter une 
infinite de nombres premiers a un nombre entier quelconque C 
premier a A; on obtient Fun d’eux en choisissant x de maniere 
que le reste de la division de Ax *+- B par C soit i on un nombre 
quelconque premier aC; ceci pose, on determinera deux entiers 
A 0 , |a 0 qui verifient les congruences 

^4-i/is:, (7-4- g n = 'c (mod. a ■; 

toutes les solutions de ces congruences sont de la forme 

A = A 0 -r- «.r, [i. = jjE-o -r- ay, 

x et y etant des entiers arbitraires; on prendra 

p' =p -f- -4- anx, q' — q -r- -4- any: 

l’un des nombres/?-+• A 0 ft, q 4 * p-o^ est, par hypothese, premier 
a a ; supposons que ce soit p X 0 11 ? s * P n’est pas divisible par n* 
p 1 sera premier a an quel que soit x que l’on fixera arbitraire¬ 
ment; on choisira ensuite y de maniere que q 1 soit premier a p ; 
si p = ) M n est divisible par/i, 4 - A 0 4 * ax sera premier a a quel 
que soit x ; on choisira x de maniere que \\ 4- -r ax soit pre¬ 
mier a n et, par suite, a an ; puis, en observant que q est certai- 
nement, dans le cas present, premier a n et qu’il en est de meme 
de q ’, quel que soiLyq on choisira y de maniere que q 1 soit premier 
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a —- a 0 — ax , et, par consequent, a // = n () M -f- 7 0 -f- ajr). On 

pent, par exemple, supposer // = 1, q' = o(mod. 16). 

II v a 2V('v — 0 elements distincts, qu’on obtient, par exemple 
1 n° io8; ; en donnant a p la vale 11 r o et a q les valeurs 1, 2, ..., v, 
a p Feme des valeurs 1, 2, v et a q les valeurs — v, —v-f-i, ..., 

r».v — i, v. Nous appellerons systeme comp let le Tableau 

forme par 2v(v -1- 1) elements distincts. 

679 . En designant toujours par a, ( 3 , y, 3 des entiers qui veri¬ 
fier! t la relation a0 — 3 y = 1, nous dirons que Felement 

est le transforme de [’element (/?, y) par la substitution 


Deux elements (/>, y), (//, q r ) transformes par one meme sub¬ 
stitution S donnent des elements distincts ou non, suivant que 
les elements (/?, q), (//, q r ) sont eux-memes distincts 011 non. Si 

1 on transforme tous les elements du systeme comp let, par la sub¬ 
stitution S, on reproduit le systeme complet. 

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 

2 = (^ ; j? ou a, 3, y, 0 sont des entiers qui satisfont aux condi- 

\ j J * 

tions suivantes : ao— ( 3 y est egal a 1, (3 est pair et Ton a, en 
outre, a = 0 = 1, y = o (mod. 16). Lfinteret d’une telle substilu- 

lion consiste en ce que la substitution de pyyrz a t ne change ni 

? i tj, ni la fonction su(w|t) et qu’elie change K, 
respectivement en aK+ / t 3K ; , yR+ ioK/(XLVII, LXXX). La 
substitution inverse d’une substitution 2 et le produit 22' de deux 
substitutions (n os 146 , 147 ) qui satisfont aux conditions prece- 
dentes sont eux-memes des substitutions qui satisfont a ces con¬ 
ditions ; les substitutions 2 forment un groupe. 

680 . Etant donnes deux elements distincts, on peat trouver une 
substitution 2 telle que le premier element, transform^ par cette 
substitution, devienne le second element, 011 piutot n’en soit pas 
distinct. Supposons que le premier element soit (0, 1) et soit 
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(pj q ) ^ second element * (o, i) transforms par Z dcvicnl o** 
il est per mis, en rem placant an besom (p. q) par un element qui 
n en soil pas distinct, de snpposer p^ q premiers entre eux, puis 
^ = 0,7=1 (mod. 16) ; on prendra y = p, 0 = 7, puis, en desi- 
gnant par a 0? t 3 0 line solution entiere de Fequahon qx — p 3 = i, 
on devra prendre x = a 0 -{- Ip, 3 = 3 0 +a 7; on choisira Ten- 
tier A de facon que J 3 soil pair; la condition qx ~ p r p = 1. qui est 
ton jours verifiee, montre, cFailleurs, que Ton a 2 = 1 (mod. id'i: 
toutesles conditions imposees pour que la substitution S soil une 
substitution S sent alors verifiees. La substitution Z“L inverse 
de Z, transformerait Felement (p, q) en (o, 1), et une nouvelle sub¬ 
stitution Z 7 du me me type transformerait Felement (0, n en un 
autre element arbitrage (//, q f ) : la substitution composee Z'Z~*\ 
qui apparlient toujours an meme type, transformerait done Fele¬ 
ment (p, 7) en (//, q 1 ) (*). 

681 . Les v elements (rp 1 rq), oii/’=i, 2, 7, sontdistincts ; 

nous dirons qiFils appcirticnnent a une meme ligne. En don- 
nant a r une vale 11 r fixe et a r' les valeurs 1,2, . . ., 7, les ele¬ 
ments ( rr’p , m J q) reproduisent la ligne a laquelle appartient 


C 1 ) Si l’on veut s’occuper de Inequation qui a pour racines les valeurs non 
nulles de sn (a ), et non les carres de ces valeurs, il est necessaire de modifier 
un peu ce qui precede et, en parliculier, la definition de deux elements indis- 
tincts; deux elements ( p,q ), (//, q') seront indistincts si Ton a 


s n(a M ) 

e'est-a-dire soit 


soit 


// — p -r 0 (mod. 2/1), 
p* p — o (mod. 2 n ), 


q' — q — o (mod. n j, 
q' -f- q i=z 0 ( mod. 11) ; 


le cas oil p, q seraient tons deux divisibles par n est toujours exclu. Les der¬ 
nier es congruences montrent que Ton peut, si Ton veut, supposer p impair. Le 
Tableau des elements distincts contient alors n -— 1 = 4 v (v -f-1 ) elements. Deux 
elements restent distincts ou indistincts quand on les transforme par une substi¬ 
tution E. En modifiant legerement la demonstration du texte (n° 678 ), on recon- 
natt aisement que Ton peut remplacer un element (/?, q) par un element (//, q') 
qui n'en soit pas distinct, et pour lequel on aura 


1, q T 0 (mod. 16). 

Des lors, on voit de suite qu’il y a toujours line substitution E qui transforme 
un element donne en un element donne, pourvu, bien entendu, qu’on ne distingue 
pas les elements indistincts. 
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felement (p, q ), carles valeurs absolues cles restes mini mums des 
nombres ;v'(mod. n) sont les nombres i, 2, v. Un element 
determine la ligne a la quelle il apparlient. Le Tableau (T) des ele¬ 
ments du systeme complet, ranges en lignes, contient 2 (v t i) 
lignes. Les elements d’une meme ligne, transformes par la substi¬ 
tution S, restent les elements d’une meme ligne. Deux elements 
(q). (p { , q { ) appartiennent ou non a la meme ligne, suivant 
que le determinant pq K — p { q est, ou non, divisible par n ; il 
suffit evidemment de demontrer que, pq { — p K q etant suppose 
divisible par /?, les deux elements (/?, q), (p { , q { ) appartiennent 
a la meme ligne; or, si p est divisible par /?, il en est alors de 
meme de p K , puisque q et p K ne sont pas a la fois divisibles par zi ; 
on en conclut de suite que (p, q), (/?.,, q K ) appartiennent a la 
meme ligne formee des elements (0, 1), (o, 2), ..., (o, v); si p est, 
au contraire, premier a il existe deux en tiers r, s tels que l’on 
ait p { = pi' -r ns, et 1’on aura 

pqi —p\q = pqi — (pi' ns) q = p(q i — q r ) =0 ( mod. n ); 

d’ou fon conclut que q { — qi' est divisible par n, comme p K — pr, 
et que les elements (p, q), Qp,, q h ) appartiennent done a la 
meme ligne. 

682 . Il existe une substitution 3 qui transforme deux lignes 
differentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
lignes differentes, choisies elles-iiiemes arbitrairement. En vertudu 
raisonnement employe a la fin du n° 680 , il suffira de demontrer 
la proposition en partant des deux lignes 

(0, i), (0,2), . .., ( 0 j v ) , 

(no), (2,0), ..., (v, o), 

qui deviennent, si Ton en transforme les elements par la substi¬ 
tution S, 

(7? °)j (2y, 20). (^YjVo). 

(a, P) ; (2a,2p), ..., (va,vp); 

nous vouions que ces deux lignes coincident respectivement avec 
celles qui contiennent les elements (p, q), (r, s). 

Ayant choisi p, q premiers entre eux tels que Ton ait p =0, 
q = 1 (mod. 16), nous prenons d’abord y 0 = q ~ nous devons 
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prendre ensuite a = )./• -f- an, £ = /.$ — In. c-a desijnant 1: 
0 , J. des entiers, de maniere a verifier d abord la condition 


qui entraine 


qj. — p 3 — 1. 

(qj' — ps _l A — 7i ( qa — pb) — l\ 


7. 


y/‘—/?.s est premier a n. puisque les deux elements (p. q «>. s' 

appartienncnt a deux lignes distinctes; on peut done determiner 
les enliers p. tels que I’on ait 


(q r — ps ) A — /i a. == [. 


puis, les enliers /?, q etant premiers entre eux, determiner les en¬ 
tiers <7, b de facon que bon ait 

qa — pb — ;jl. 

Si b 0 sont tine solution de cetle equation, on prendra 

a = A -h /i ( a 0 -h px), ^ = Is -s- /i('6 0 — ^.r). 

.r etant tin entier que Ton choisira de facon que r p soit pair, ce qui 
est toujours possible, puisque nq est impair; alors, a cause de la 
relation a q — $p = i, on aura a = i (mod. 16). 

683 . Ces considerations aritlimetiques vont nous fournir des 
renseignements precieux sur les equations que verifient les quan¬ 
tiles sn 2 (a P:q ), j3 («/>,?)♦ Nous raisonnerons sur la premiere; les 
raisonnements se simplifient pour la seconde, en ce sens qu’on n’a 
pas besom de tenir compte des conditions imposees a a, J 3 , y, 2 
en dehors de la relation a 2 — [By = i . 

Fixons un corps (*) 0, forme an moyen d’elements numeriques 
quelconques et de la function o(~) et considerons line equation 
f(z) = o, entiere en dont les coefficients appartiennent an 


(i) Un corps, ou domaine de rational Ue, est un ensemble de nombres, con¬ 
stants ou variables, tels que, si deux, elements figurent dans cet ensemble, la 
somme, le produit, le quotient de ces deux elements y figurent aussi. Tous les 
nombres rationnels figurent dans un corps quelconque. On pourra, si Pon veut, 
supposer que le corps O comprend seuiement tous les nombres rationnels et 
toutes les fonctions rationnelles de ?(v) a coefficients numeriques rationnels. 
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corps 0 ., et qui soil verifiee quand on y rcmplace ^ par 

n ‘ipli H- •> ic/K' 
sn l (« P ,'i) — sn 2 -—-* 


oil />, q sont deux entiers donees, non divisibles loos deux 
par n ; il faul entendre par la cjue la fonction analytique de v, 
/'[sn 2 (Vq,.^, cp], ou t entre dans cp, dans sn, dans K et dans Kf, est 
identiquement mille. Si, dans cette fonction, on remplace t par 

l—li 9 oil 1= ( C ) est une substitution qui satisfait aux con¬ 
ditions precisees plus bant (n° 679 ), cp ne change pas, non plus que 
la fonction sn u qui reste la meme fonction de u, et a p ^ q est rem¬ 
place par a p ^ q < en designant par (/?', q ! ) le transforme par 5 de 
felement (/?, q) \ on voit done que/[sn 2 (o^y), cp] est toujours 
nul. Comme (//, q) pent coin cider avec n'importe quel element 
du svsteme complet, on voit que l’equation f(z, <p) = o, du mo¬ 
ment qu’elle admet pour racine une des valeurs de sn 2 («p j7 ), les 
adrnet toutes. 

Soil maintenant 'F(z) = o Pequation meme que Ton a appris a 
former an n° 677 et qui a pour racines les valeurs non nul les de 
sn 2 (ctp^q ); ses coefficients appartiennent an corps 0. II est im¬ 
possible que F (z) admette un diviseur entier en £ dont les coeffi¬ 
cients appartiennent au corps 0. Si l’on avait, en eflet, une iden¬ 
tity de la forme 




ou / (/, /.»(/), ... seraient de tels cliviseurs, cliacun de ces 
polvnoraes deviendrait une fonction analytique imivoque de t, 
quand on y rem pi ace ra it z par sn 2 ( a p ,q ); leur produit F(s) etant 
nul identiquement, 1’un d’eux, f { (z), par exemple, serait aussi 
identiquement nul; il admetlrait done la racine sn 2 a p%q et, par 
suite, toutes les av(v-hi) racines ‘de F(/); il serai t done iden- 
tique a F[z) a un facteur constant pres appartenant an corps Q; 
bequalion F (z) = o esl done irreduclible dans le corps 0 ( 1 ). 


( 1 ) Si Ton considere Tequation F ( x -) = o, oblenue en rem pi a caul z par cc~, 
et qui a pour racines les valeurs non nullcs de sn a , on reconn ait de meme, 
en utiiisant les re marques conlenues dans la note du n° G 80 , qu’elle est irreduc- 
tible dans le meme corps. 
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68 - 4 . Cecipose, envisageons line fonclion symetriqce nuionneHe 

S (^j, c*. .... z y ) de v variables .dont ies coefncienls 

apparliennent an corps 0; remplacons-y pour ;■ = i. 2. . . .. v la 
variable z r par la fonclion ralionnelle 1 *) de so 2 u qrFcst 
puis sn 2 u par el designons par 11 \z\ la (onelion de ; aiusi 
oblenue. Celle fonclion BL(~) prend la nit-me valeur qua rid on v 
reniplace z par Tune cjuelconque des v valeurs de 

sn-(ra p ,q) = sn-(a rPjrg 1 i,r = 1. 2 . v 1, 

e’est-a-dire par Fune quelconque des v racines de F (^ == o qui 
correspondent aux elements d'une me me ligne du systeme com- 
plet : Fexpression 

R(sn- a P: g) ou S(sn-a^ )7 . sn' 2 a 2 p^ g .sn 2 « V /j.vF 

est egale a 

R(sil 2 &rp,rq ) Oil S ( Sn s O-rp.rqi &Zrp,±rqi • • • 5 SR - Cl^rp.\:-q ,0 

puisque les n ombres rp, irp , vr/> sont congrus * mod. n . 

aux nombres ±/?, ±: 2 /?, ....=nv/2, que les nombres rq.'inj..... 
yrq sont congrus (mod. /?) aux nombres ±q. .... ±zvq. 

et que la fonclion S est une fonclion symetrique de ses elements. 
La fonclion R(s), quand on y remplace z par les 2 v(v~i) ra¬ 
cines de F(s), nest done susceptible que de a(v -r i) = n - i va¬ 
leurs au plus; nous allons montrer qiFelle en a exaclenient n — i ; 
a nioins de se reduire a un element de 0. 

SupposonSj en effet, que Fon ait 

R (sn -ccprf) = R ( sn 2 «,/,,/• n 

quoique les elements (/?, <7), (/?', q) appartiennent a deux lignes 

distinctes; en remplagant -r par ^ ou \ ) apparlienl 

au type defini plus haul (n° 679), et en designanl par (p { , q t ). 
{p\i 9i) Us t- rans f°rmes par S des elements (p, q), i p. q ), on 
aurait encore 

R(sn ! a /Jll?1 ) = R(sn 5 a rt . 7l ); 

mais, comme les elements (/?,, q K ), (p\.q\) peuvent apparlenir 


(!) Les coefficients de cette fonclion ralionnelle sont des functions entieres, a 
coefficients numericjucs ralionnels } dc y (^). 
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a telle ligne que l’oa voudra (n° 682), il en resiilterait que la fonc- 
tionPu'n ne saurait prendre deux, vaieurs distinctes pour deux 
racines de liquation Fl» = o, quel que soit lo clioix que nous 
fassions de ces deux racines; la valeur unique de R(^) serait done 

tin element de 0. 

SI nous ecartons ce eas, on pent done dire que par la transfor¬ 
mation r = Pi(^), Fequation F (-) = o se reduil necessairement 
a line equation G(y) = o de degre (/i + i), dont les coefficients 
appartiennent an corps 0; elle est irreduclible dans cc corps; elle 
a pour racines les (n- 1 - i) vaieurs y o? JK 1 5 Yu q ue piencl Pi( 3 ) 

quand on v remplace ^ par s n' 2 a Pi q et (/?, q) par n h- i elements 
appartenant aux n -f- 1 lignes distinctes du systerae complet; clxa- 
cune des racines correspond a une ligne de ce systeme comp let. 

Si y s est une de ces racines, les deux equations 

F(-) = o, r,= R(^) 

ont v racines communes, a savoir les v racines z^ s . z. 2y ^ ..., £ Vj j de 
F(s) = 0 qui correspondent a la me me ligne queces v racines 
dependrontd'une equation g(z ;y s ) = 0 , que Ton obtiendra en clier- 
cliant le plus grand common diviseur de F (z) et de Pi (z) — y Sl en 
sorteque les coefficients de g(z m , y s ), envisagee com me une fonc- 
tion de soot des fonctions rationnelies de y s et des elements du 
corps 0; en d’antres ternies, ces coefficients appartiennent an 
corps 0? forme en adjoignant y s an corps 0 . 

Dans ce corps Q s , l'equation en < 3 , y s ) = 0, est, cPailleurs, 
resoluble par radicaux; il est aise de voir qu elle appardent meme 
ati type le plus simple des equations resolubles par radicaux, car 
elle est cyclique. En efifet, si 1 est une racine primitive du nombre 
premier /?, les vaieurs absolues des restes minimums (mod. n) 
des no mb res A, A 2 , .... A v sont les nombres 1, 2, . . ., v ranges 
dans un certain ordre; de plus, A v+1 est congru a A. II resulle de 
la que chaque element d’une ligne s’obdent en multipliant les 
deox lermes de i’eiement precedent par \ et qu’on reproduit le 
premier element en multipliant le dernier par if. Si done on re¬ 
presente, pour un instant, par Q(sn 2 u) la fonction ratio nrielle 
de sn 2 a qidest sn 2 (A^), fonction dont les coefficients sont des 
fonctions entieres de cp ( y) a coefficients numeriques rationnels, 
on voit que ies racines z^ * * •, -v de l’equation g(z, y s ) = o 



peuveni eire rangees aans un orure lei cine i on an 


c’est le caractere des equations cycliques. 

Observons encore que si y r = R'(^) esi une autre function de ^ 
fonnee com me R( z) 1’a ete, et si Ton. designe par y\ ..... y n 
les valeurs de y’ = RYr) qui correspondent respecti Yemeni anx 
meines iignes du systeme complet que les valeurs r tJ . i'j. .... y n 
de y = R(^), il existe une relation de la forme 

y’s = ir (r,j is = 0. I; •>.. n .. 

ou W designe une fonetion rationnelle de y ; dont les coefficients 
appartiennent au corps Q 5 ; en effet, [’expression RFVi conserve 
la meme valeur y s pour toutes les racines .... :? v . ? de Fe- 

7' = V 

quation en g(z, y s ) = o ; et y' s = ~ ^ ll(- r .i) est evidemment 

r=i 

une fonetion rationnelle (dans 0) des coefficients de Fequation 
g(z^ r s ), e’est-a-dire de y s . 

685. Des rdsultats tout pareils concemenl Fequation f(y) = o 
dont les racines sont les valeurs de pa p , q ; an lieu du corps 0 on 
considered toutefois un corps O' forme au moyen d’elements nu- 
meriques quelconques et des quantiles g 2) g?,< 

L’equation f (y) = o est irreductible dans le corps iY. Une 
fonetion symetrique (on meine cyclique) des quantiles pa p ^ re¬ 
latives a une meme ligne et dont les coefficients appartiennent au 
corps CY, est racine d’une equation de degre n-±- 1, dont les coeffi¬ 
cients appartiennent a ce corps, et cette equation est irreductible 
dans ce corps si les valeurs de la fonetion symetrique (on cy¬ 
clique) consideree ehangent quand on passe d’une ligne a Fautre. 
Toute autre fonetion symetrique (ou cyclique) des memes quan¬ 
tiles pcip q qui garde la meme valeur pour les elements d une 
meme ligne, et dont les coefficients appartiennent an corps iY, est 
alors fonetion rationnelle de la premiere. 

Une racine de Fequation irreductible de degre (/? —r - i ) coires¬ 
pond a une ligne du systeme complet d’elements et les —— va- 
leurs de pa p # pour les elements de cette ligne sont racines d’une 
T. ct M. - IV. 15 
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equation de degre dont les coefficients appartiennenl an 

corps obtenu en adjoignant cette racine a Ob Dans le corps O', 
Pequation de degre 7 — — est irreductible. 

686. Parnii les fonctions symetriques des quantiles pa p ^ q rela¬ 
tives a une me me ligne, qu’il convient d’employer, la somnie 
P =z^pa p ^ q se presente d’autant plus nalurellement qu’eile figure 
deja dans les formules de transformation (XXI). II resterait, il est 
vrai, a prouver, pour po 11 voir affirmer que P verifie une equation 
irreductible de degre n -f-1, que P change de valeur quand on 
passe d’une ligne a P autre; dans les cas particuliers ou /? =3, 5 ; 
que nous examinerons plus loin, Pirreductibilile dc Pequation 
en P. du qua trie me on du sixieme degre, apparait toutefois direc- 
tement sur Pequation meme el le changemenl des valeurs de P 
quand on passe d’une ligne a Pan Ire en resulle. 

M. Kiepert a montre que, pour n b> 3, la fonclion 

* 

r = v 

R = Pf !><>«/*,?) — p(2/-«p, 7 )j, 

~r — \ 

ou v — , etait parti culi e remen t avanlageuse. On reconn ait 

de suite qu’elle est une fonction symetrique rationnelle des v quan¬ 
tiles p( vcip.q)-) puisque p{pra p ^ q ) est une fonclion rationnelle 
de g. 2: g'z'. P( ra p,q)i en sorte que R pent etre mis sous la forme 

7'—.V 

F [P (>’«/>,?)], 

r= l 

F designant une fonction rationnelle de p(rct L ^ q ) ( { ). 


( 1 ) R peul etre mis sous une forme interessante que le lecleur re tr ouver a sans 
peine en reprenant les formules des n oa 372, 373 (voir VErrata). On a, en conli- 

, , . 7? — 1 

nuant a designer —-— par v, et en ecnvant R au lieu de R, 


R m = n = [ j 


="( 3 ra „.) 


eH*™ )<? (ra ) 


Au moyen des formules (VIj) el en partant de la derniere expression de R , 



§ II. — Equations modulaires. 


687. Considerons d’abord Ies deux functions doiiblement rLrb>- 


diques p' s u | coj , o*> :{ ) et p (u w ;J j. oil n est un n ombre pre¬ 
mier impair donne. La formule ( XXL,) permet d'exprimer la >*■- 
conde de ces deux fonctions an moven d'une fonctioo ration node 
de la premiere; ies coefficients de cette fonction rationnelie de 
p{u j 03, , 03 3 ) on p ( u ; Sf-i) dependent des quantiles p a r , . fj • 
En developpant ies deux membres de cette enable suivanl ie- 
puissances de u et en egalant ies coefficients de u- et de u z . on 
obtient immediatement les expressions des invariants G 2l G :J de 

la fonction p | ~> 03 ,.) an moven de .m,, g« et des sommes 

n -1 n -1 


p" - 1 — , ^ p 11 ^ -qp- ; si, dans ces expressions, on remplace 


7 ' — 1 7 ' — 1 

les derivees cle p par leurs valeurs (XC\ II) en lonclion des puis¬ 
sances de p, on a 


(0 


« — 1 

, a r W i 

m = g ‘2 -T- 6o p- — -o( n — j , 

r— 1 


2 7* tU, 

n 


up n — i; : 


on trouve sans rlifficulte, en supposant n — — u 




ou i’on a pose 

vCv+l) 


’V, =« 


q r( „ M ,, n 


en particulier 

v-bSsTiH) 


o)j \*n h(nx) 

- L MdL 


/- h(ri'z) r ■ 

= Gto 7 (,h,) 


Ces diverses transformations resultent sans peine des formules (XXXI 4 ), (XXXIII,), 
(XXXVI,), (XXXVIII,,), (LI,), (LIIL); on rappelle qu'ta p, q designentdes entiers 
qui ne sont pas tous deux divisibles par n. Pour plus de details, voir Kiepert. 
Journal de Crelle, t. S7, p. 199 ; l - 95. P- 2lS - 
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, • , ‘2 ?' O) 1 , 

comine les fonctions symetnques des quantiles p sont des 

V 

fonctions rationnelles de Pune d’elles, P t = ^ t p ——- ? par 

r = 1 

exemple. onvoit que G 2 ,G 3 sont des fonctions rationnel les de g 2 , g 3 , 
P, ,'a coefficients entiers); en d’autres termes, G 2 , G 3 apparliennent 
an corps 0 ' obtenu en adjoignant an corps CP; on encore, il 
existe deux equations algebriques, a coefficients entiers entre Go, 
Gs, ^2* 

Si, entre ces deux equations et les deux equations (XXXVIJ 8 ), 
qui expriment que 3(nx), J(t) sont respectivement des fonctions 
rationnelles a coefficients entiers de Go, G 3 et de g. 2 , g 3 , on eli¬ 
mine Go. G 3 et g' 2 , par exemple, on obtient une equation aige- 
brique a coefficients entiers, entre J(/?t) et J (t) ; dans cette equa¬ 
tion ne pent figurer g 3 , car si Ton change to i7 to 3 en Xto,, Xco 3 011 X 
designe un nombre quelconque, t ne change pas, Land is que g 3 se 
change en X~ a g 3 . II existe done aussi (XXXVITjG one equation 
algebrique, a coefficients entiers entre /^(nz) et /i'-(t). 

088. On pent encore reconnaitre l’existence d’une equation 
entre = \< k(~) et \ l = \//c(n'z) en s’appuyant sur les resullats 
etablis an n u 08i, de maniere a obtenir quelques renseignements 
de plus. 

Supposons formee l’equation irreductible F (z) — 0 , de degre 
2 v(v -i'i, qui a pour racines les valeurs non nulles de sn 2 a Pi</ ; 
les coefficients de cette equation apparliennent au corps 0 forme . 
par les nombres rationnels et les fonctions rationnelles a coeffi¬ 
cients entiers de 3 ( 7 ) = j/A\ Supposons aussi formee Pcquation 
G(j*j = o de degre 2 v-h 2 donton a etabli l’existence au n° 681 et 
qui a pour racines les diverses valeurs d’une fonction symelrique 
de cedes des racines de Pequation F(s) = 0 qui correspondent 
aux elements (/?, q) d’une meme ligne; si les coefficients de la 
fonction symelrique appartiennent au corps Q, il en est de meme 
des coefficients du polynomeG(j). Enfin, supposons formee 1’equa¬ 
tion g (z ; y) = 0 , du degre v en z, qui, lorsqu’on y remplace y par 
une des racines de Pequation G(y) = 0 , a pour racines les valeurs 
de s n-a Pit/ correspondant a la meme ligne d’elements (p 7 q) que 
la racine de Pequation G (y) = 0 ; les coefficients de Pexpres- 
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sion £’(r;r). envisagee comme mi polynorne en i* et anpar- 
tiennent a us si au corps 0. 

Ceci pose, reporlons-nous a la form ale i’LXXXVI y qui pent 
s’ecrire 


v / 


ii 


en - >i, 
dn- a, 


si est la racine de Tequation G( y) = o qui correspond a la ligm- 
(i, o), ( 2 , oy ..., (v. o) da systeme complet d’elemenls • / y. q }. le 
second membre, qui est evi detriment une fonction svmetrique de 
sn 2 (y/ K0 ), sn 2 (a 2 ,o), • sn 2 (a v . 0 ), c'est-a-dire one fonction sy- 

metrique des racines de P equation en y g\ z ; y i3 ■ = o, s'expri- 
mera au moyen d’une fonction rationnelle R(y* 0 ’> de y 0 . dont les 
coefficients appartiennent au corps 0; il en sera done de me me do 
premier membre cp 2 f nz) on \> 1. 

Si, main tenant, dans 1’equation G(y) = o, de degre 2 v — 2 
en y, on fait la transformation w = R(y), on obtiendra une equa¬ 
tion en up de degre 27 -f- 2 = n — 1 , dont les coefficients appar- 
tiennenl au rnerne corps 0, et que ve rifle \/1\ cette equation peut 
etre formee, en suivant la methode precedente, par des calculs 
purement algebriques; nous en donnerons des exemples pour 
n = 3 et n = 5. Cette equation est dite equation moclulaire. On 
etend d’ailleurs ce nom a d’autres equations analogues. 

Observons que le me me raisonnement s’applique mot pour mot 
a la quantile 


M = 


s/1 

{j&) a yy sn 2 « r ,o 


n 


1 n 

\n , , 


it- 5 - 

A A sn-co-.o 

r = i 


de Tequation (LXXXV1 3 ); on formera ainsi Vequation au mill- 
tiplicateur , entre M et 'j(t), equation qui sera encore du degre 
2 v -}- 2 = 11 - j- 1 en M. 


689. On peut se placer, pour definir 1’equation modulaire ( 1 ), a 
un point de vue tout autre, d’ou nous allons voir que la fonction 


(1) Cf. M. Krause, Theorie der Doppeltperiodischen Functionen. t. I, 
p. 2o3 et suivantes. Le lecteur qui voudra pousser plus avant l’etude des Fonc- 
tions elliptiques a l’Algebre pourra consulier le troisieme \ olume des Fonctions 
elliptiques de Haliuien, et surtoutles Elliptische Functionen de M. H. Weber. 
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'o n~. ■ elle-meme est racine d’une equation algebrique, de degre 
n — i, dent ies coefficients soot des polynomes en y (t). 

Si 7 0 est une solution de l’equation y ( 7 ) = <p 0 , ou o 0 est donne, 
toutes les solutions de cette equation soot des transformers 

imeaires J -de t 0 rentrant dans le type i° du Tableau (XX (i ), 

et pour lesquelles on a 

70 -f- 0- —- 1 == o ('mod. i <3 ), 


com me il resulte du theoreme du n° S2o concernant les solutions 

de Fequation 

?*(':) = = ? <5 

et de la forniule (XLYI*, cas i°) qui se rapporte a la fonction o. 
Toutes les valeurs de la fonction z>(/i7) sont done de la forme 

r J 7 g; ru " j ? ou a, [3, y, 0 designent des en tiers verifiant les con¬ 
ditions precedentes; il est bien aise de voir que ces valeurs sont an 
n ombre de n 4 - 1 . 

Si ( j est divisible par n, on a 



en effet, les nombres a, -Y 0 verifient les conditions impo¬ 
ses; d'abord leur determinant est egal a 1 ; puis la condition 
y 0 — 0-—1 ~ o ( v mod. 16 ), supposant 0 impair, implique y~o 
4 mod. 8 ); en ajoutant membre a me mb re les deux congruences 


on trouve 


( n —--1 )*'o = 


a 


70 -f- o 2 — i e= o (mod. 16), 
—i = 0 (mod. 16). 


Si $ n’est pas divisible par /?, on pent determiner cinq 
nombres entiers a, b 7 c, ci, £ tels que Pon ait 


*■+$7 0 


c ~ d 



?o- 


ad — be = 1 , 


et cela quel que soit 7 a . Il fa 111 pour cela que les nombres a, [ 3 , 
n l 10 soient proportionnels a na — b 6 , rtc — d'c i) et comme 
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le determinant ties quatre premiers nombres est coal a ainsi 
que celin des quatre dermers, ie facte ur de pro portion nulilf* ne 
pent elre que = i ; supposons qu'il soil — i, ce qui ne reslreint 
pas 3 a general!te de la solution, el cherchons a satisfaire aax equa¬ 
tions 

na — b ; = a. b — 3 . nc — d\ = n d = ' : 

on en tire 

b — 3, d = nZ. c — *; — o~ 5 na = zt — 3z: 

ii suffit evidemment de determiner z de maniere que v. — soil 
divisible par /i, ce qui est possible, puisque i est premier a n; rien 
n’empeche meme d’imposer a ; la condition d'etre divisible par 
un entier quelconque premier a /i, par example d'etre divi¬ 
sible par 16; b, c, <:/, ; etant ainsi determines, et a T d etant 
impairs, 6, c pairs, com me il resulte des expressions memes de ces 
quatre nombres an moyen de a, [ii, y, 0, on a (XLVlj , 



d’ailleurs , cd 4- d 1 —1 = (y -{- oz)n 0 4- n 1 o 2 — 1, si Ton sup¬ 
pose £ divisible par 16, est cong-ru (mod. 16) a /iyo -f- a ’ 1 o 2 — 1, 
et, par consequent, puisque yo -j-o- — 1 est divisible par 16, a 
(n — 1) yo -|- (/i- — 1) o 2 , et, par suite, a n -— 1; on a done 



690 . Les diverses valeurs de cp(/iv) seront done les valeurs 
distinctes de 

o(nz Q ), (—1) s ? ( p 

que Ton obtiendra, par exemple, en donnant a A les valeurs 0, 1, 
2, . . n — 1. On reconnait, d’ailleurs, Ires aisement que les 
valeurs ainsi obtenues sont efFectivement distinctes, sauf pour des 
valeurs speciales de t 0 . 

II est clair, par ce qui precede, que la substitution a t 0 d’une 
valeur de t telle qu’on ait »(t) = <p(7 0 ) n’en pent alterer Ten¬ 
se mble. Les fonctions symetriques elementaires de ces (/i -f-ij va- 
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Jeurs seront done des fonctions algebriques de ® 0 — 'f (^o) qui ne 
soul susceptibles qne dune senle valeur, quand on se donne cp 0 , 
c est-a-dire des fonctions rationneiles de <p 0 a coefficients nume- 
riques. IL existe done une equation algebrique R(«’, it) = o, en- 
tiere. a coefficients numeriques, entre w = v(n--) et u = '•? (~)> de 
tJeo-pe n _i en w. On voit de suite qiFune telle equation, ne de¬ 

van t pas changer par une substitution lineaire qui n’altere pas cp (t), 
est irrediictible dans un corps forme de nombres et de fonctions 
rationneiles de cp ( t i a coefficients iiuiiicricjues quelconques, nous 
la suppose ns debarrassee de tout facteur ne nontenant que u; elle 
admet les racines 

iiix. 1 / T —iGX\ 

w-z.ni'}, tv=(— i) 8 of--- J, (A = o, r,2, —r;. 


L'egalite 


R 


n 2 — 1 



= O 


etant verifiee identiquement, on voit, en j changeant t en /zt, que 

Fequation R [(— i') s a, iv\ = o est verifiee en meme temps 
que Fequation R((r, u) = o, qui, ainsi, ne change pas quand on 

change it en ( —i ) 8 u et u en w ; d’autre part, le cliangement 
de t en t — n (XLV 9 ') montre que Fequation R(t, u) = o ne doit 

I n 

pas changer quand on y remplace u par i~ u et w par r w. On voit 
ainsi, en particulier, qu’en regardant u et w comme du premier 
degre, Fequation R(t, a) = o est aussi bien du degre n- j- i en u 
qu ? en t, qu’aucun terme du polynome R (t, u) ne peut etre de 
dimension impaire, qu’aucun de ces termes ne peut non plus con- 
ten ir une seule des deux variables tv, u a une puissance qui ne soil 
pas un multiple de 4 * 

691. Ces remarques permettent de reduire notablement le 
nombre des coefficients numeriques de ce polynome, qu’il reste a 
determiner. Pour cela, on pourra remplacer, dans le polynome ecrit 

avec des coefficients indetermines, t = cp (/it) et u =■ cs(t) par les 

± L 

developpements entiers en q s que l’on deduit immediatement des 
formules ^XXXVILI t ); on egaiera ensuite a zero les coefficients des 
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di verses puissances de . Satif le facteur ^ 2, qui di spa rail a cause 
de la pa rite des ternies de R< a\ u) : ces coefficients soul en tiers: 
on aura done, pour determiner les coefficients de Ii m. u . a 
resoudre des equations du premier degre a coefficients en tiers: 
les solutions seront des nombres rationnels, on me me. si Fen 
veut, entiers. Les coefficients de Fequation Pi a\ u < = 0. consi- 
deree comme une equation en appartiennent done au corps Q. 

692 . On ecrit liabitueliement cette equation Yequation mo- 

dulaire proprement elite, en y remplacant tr par ^—1 < s c : 
elle a alors pour racines 

11- — 1 f ~ I (j / ' 

(- l ) s ~ O ( tl Z !. o ( ---- : ) 5 < A = O. I . •>. R — I . 

A. Fequation R(ny u) = 0 qui relie les deux fonctions vt = p [n 7 . 
el u = <s(t) correspond une equation toute semblable reliant les 
deux fonctions w = d(v) et u = Si, en eflet, dans 1 equa¬ 

tion 

R[oi nz), c( 7 j] = o. 

qui est verifiee identiquement en 7 , on remplace 7 par — j elle 
devient 

R[-L( 7), ' l { nz )] = o. 

Le me me mode de raisonnement permet de prouver Fexistence 
d’une equation algebrique a coefficients entiers, entre J (nz s et 
J(t) qui, q 11 and on regarde J(V) comme donnee, a pour racines 

j (/lT > ; j (iZlfj, (a =0, i, 2, — 1*: 

elle est du degre n Hb 1 par rapport a chacune des quantites J(/iv), 
J(-); elle est irreductible dans le corps forme par les nombres 
rationnels. 

II convient d’insister, enfin, sur ce que les formules (L\III,) 
de Schroter permettent d’obtenir directement des equations mo- 
dulaires pour chaque nombre premier impair donne n: nous en 
donnerons des exemples pour n = 3 et n = 5 . 
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§ III. — Probleme de la transformation. 

093 . Le probleme de la transformation pour des fonctions dou- 
blement periodiques quelconques W (u) d’une me me va¬ 

riable u consiste a rechercher la dependance dans laquelle doivent 
se trouver les couples de periodes primitives de <P (u ) et de *F (u') 
pour que ces deux fonctions soient liees par one relation a/ge- 
briqae. Ce probleme se ramene immediatement a celni de la 
transformation pour la fonction p u, puisque cl> 3 ) ct 

p (u to,. to ;; ), d’une part, W\ <>,, q ;{ ) et p(u jo,, q 3 ), d’autre part, 
sont liees par une relation algebrique. Si p (u | to,, to 3 ) et 
piu : 9 . { , o ;J ) sont liees par une relation algebrique 

f[p(u I Wi, C0 3 ), pill | <>!, a-P] = (), 

on voit aisement, en Fenvisageant comme une identite en u , et 
en y reinplacanl a par u augmente d’un multiple entier quel- 
conque n { de 2 to,, que Ton a aussi 

/[p t ll t OJj. to 3 I. ]>( U 4- ?.n i CO, ] <>,. <> 3 ;] = o. 

Puisqu’une equation algebrique ne peut avoir qu’un nombre fini 
de raeines, cette relation envisagee comme une equation en 

P< toi | 1 >,, Q s ) 

permet, puisqirelle est verifiee quel que soil Fentier n K , d’affirmer 
que parmi les multiples (entiers) de 2 to, il y en a certainement 
qui sont congrus a o, mod alls 2 Q { , 2& 3 ; on verrait de me me que 
parmi les multiples (entiers) de 2to 3 ily en a certainement qui sont 
congrus a 0 , moduhs 2 Q,, 2 n 3 ; en sorte que, pour que deux fonc¬ 
tions pu puissent etre transformees I’une dans Fautre, il faut ne- 
cessairement qu ? il existe cinq entiers p, a, b , c, d (que Ton peut 
toujours supposer sans diviseur commiin), tels que Ton ait 

uojj = cr.Q L -f- b q 3 , pto 3 = CO. 1 -f- d& z . 

Soil o le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, Z>, 0 , d; 
nous savons, par la theorie des substitutions (n° 133), que Ton 
peut determiner des couples (to', to^), (o', &') respectivement 
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equivalents a ^to,, to..\ o !( o ;j . et tels que Ton ait 

ad — be . , 

•i t*j, ^ ^ Oil,. [1 'jj z — 

Si Ton designe par v ie plus grand common di\ iseur de et u«* 
ad — be . , •» 

— ji —? et par m , n les quotients de ces deux entiers aar v. oa 
pent d’ailleurs me lire ces relations sous la forme 

m A, — n o lit. m v i>j\ ~ bll j : 

m 5 n aussi bien que m, o et que v, o sent premiers relatifs. 

De ces relations on deduit que Ton a 

/ 1 o/, Oj\ ' ’ ll\ lit 

}j (a 1 —“ > j = P ! n — ? —^ ! > 

\ n r j o m ni'i / 

d’ou, a cause du theoreme de Pliomogeneite, 

p d u 1 * j -1 > “ i ■■ 

mais p( 3 «) est une fonction rationnelle de p(w) formee avec les 
memes periodes; le numerateur est du degre c 2 , le denominateur 
d’un degre inferieur a o 2 ; en appliquant les for mules f XXI 4 ) et 

(CIII 4 ), on voit d’ailleurs que p (u I — ? to* ) est une fonction ra- 

tionnelle de t p (a | to', cn' 5 ), e’est-a-dire de p(« j to,, to 3 ), dont le 
numerateur est du degre ri, le denominateur du degre n — i; 

p [011 to! } j est done une fonction rationnelle de p{u ? to 3 ) 

dont le numerateur est du degre /zo 2 , le denominateur d*un degre 
inferieur a no 2 . De meme p( mu j a', : “-j est une fonction ration¬ 
nelle de p(«j& l7 a 3 ) dont le numerateur est du degre ;zz 2 v, le 
denominateur d’un degre inferieur a m-v. Ain si deux fonctions 
p(?zjto,,cj0 3 ), p(u\&i ,£3) ne peuvent etre liees par une relation al- 
gebrique que si elles sont aussi liees par une relation de la forme 

R[p(>; « 1? co 3 )j = Ri[p(a| til, t > 3 )], 

ou R et R { sont des fonctions rationnelles dont les numerateurs 
sonl de degres respectivement egaux a /zo 2 , m 2 v et dont les deno- 
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min a tears sont de degres inferieurs a n o 2 , m 2 v ; m , n, o, v sont 
des entiers qui doivent verifier la condition que m, n d’une part, 
m. 0 d* autre part, el cnfin v, o soient premiers relalifs. II n’est pas 
difficile de montrer que ces entiers sont les memes de quelque 
faeon que Ton clioisisse ies peri odes 20' , 2co! } 011 29/,, 29' equi- 
\alentes a 2033 ou 2 9 j; , 2 q 3 . 

On reserve le nom de transformation primitive a celles qui cor¬ 
respondent an cas 011 m = 0 = s = 1 ; /i est le degre de la trans¬ 
formation primitive. Ce qui precede met en evidence que loute 
transformation pent s'obtenir au moyen de transformations pri¬ 
mitives. On voit aussi comment les equations modulaires corres- 
pondant a line transformation quelconque dependent des equa¬ 
tions modulaires correspondant a une transformation primitive, 
dont nous avons parle au § II. 


§ IV.— Division des periodes par 3. — Equations modulaires 
corresp ondante s. 


69 i. Nous avons forme (CIVo^), el explicitement au bas du 
Tableau de formules (CIV), Pequation ( a) = 0 qui, par la 
substitution jr == pu, prend la forme 


/« y ) = 3v 


o 





xG 


o, 


et dont les quatre racines sont p , p 3 ? p : ^ 

cette equation et l’equation (XCVI), 


-• Si, entre 


. 1 l —- 

y — _ o—> 


qui suppose \ie { — e :) = 1, on elimine y, on obtient immediate- 

ment 1 equation F(Vi = o, dont les quatre racines sont sn 2 ^, 

sq2 —q—> Sn ~ - 3 ~~• En tenant compte des relations (XCVI) 

• n° 419 ,. 




= 2 VO ' 2 -+- OO* 2 — 0(4 2 — «). 



on parvient aisement a Fequation 


F { -J ) — fc+ Z* — G -Z- ~ 4 i “ -3 — 3 = G. 

Par la substitution z — fez. cette equation se transformc 

( i) (Z 2 — I ')- = pi - 3Z — X 2 f, 

Oil 


les racines de cette equation sont les carres des valeurs qoe prend 
la fonction El ( e, ^ de Kronecker LXX\ F) lorsqiFon y remplace c 

par -> ~~? ■■■ ~~ ~ » 

1 2 2 2 

On pent deduire directement Fequation (i > de Fegalite 


sn2 a Pit/ = ( — \)P— 1 sna ; ,. ; > 


qui a manifestement lieu pour n — 3 ; en posant z — fe : 
tenant compte de la formule de duplication (LXXXA f " 
effet, 


i 



sn- 2 a 


p.q — 


, z / 


-p(l —/.Z! 

(I — 2 2 r 


?I1" Ll et 
? on a. en 


en supprimant le facteur j z on retombe sur Fequation ?_n. 


695 . Si Fon designe par z, 0 la racine de Fequation (i)qui corres¬ 
pond a Felenient (i, o), on a d’ailleurs (LXXXYI a ) 


cp 2 (3 F) = s/l — Wk J 


cn- ^ 

3 ^ 


dn 5 


•jK 




k — Zip 
' kl-.a 


il suffit d’eliminer z J0 entre cette equation et Fequation (i). dans 
laquelle on a remplace Z par Z, 0 , pour obtenir une equation 
entre c' 2 ( 3 t) et o 2 (-r); Fequation 

[cHO — ? i (3")]- = 4'f 2 (-)?-(3-)[i 3-)]-. 

a laquelle on parvient ainsi, entraine immediatement la relation 
=* (c ) - a * (3 T) = -2 a f T) ? (3 T) [ r - -f 1 (-) s !2 (3 -}! - 
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puis que les premiers termes des developpements des deux mem¬ 
bre s XXXYIH* i suivant les puissances de cf sont egaux (ils sont 

i 

tons deux egaux a — - \ r f )' En posant 

u = e z i- r = —sHrX 

on obi lent {‘equation modulaire propremen t dite (pour n = 3 ) 
v* — iv — 2 iti 'i r — u- c 2 ) = o. 

096 . On va verifier que cetle equation (2) se deduil aussi de 
liquation 1) par une transformation rationneile. On a, en efTet, 

\ n _ ■ Ic — z ) 1 1 — fi Z ) ___ i — p z -f- z 2 _ ( I — z 2 V 2 
~~ k[i — In) 1 ~ u — kz r ~ 4( 1 k z ) 2 ’ 

la derniere egalite resultant de Tequation (1); on en conclut, en 
exlravant les racines carrees, 

c( 3 t) __ 1 — z- 

o 3 (-:) ~~ ‘i(i ~ A zi 5 

car il esl bien aise de voir que le second membre de cette egalite 
doit, comme le premier, etre positif pour de grandes valeurs po- 
siti\es de X On n’a plus qu’a faire la transformation 

1 — z 2 

^ ~~ 211 — k Z ) 5 

en remplacant dans (1), 1 — z 2 par 2(1 — kz)y, en remarquant 
que le second membre pent s’ecrire (1 — kz)(^i —en sup- 
primant le facteur 1 — kz qui, en verlu de (1), ne pent s’annuler 
que si k 2 = 1, on trouve 

1 

, l ~k z 

Felimination de z, entre cette expression de y 2 et celle qui est 
foumie par la transformation rationneile elle-m^me, donne enfin 

k~y'* — 2/1'X 3 -f- 2 y — 1 = 0, 

et, en posant k — u ' 1 , y = on retrouve l’equation modu- 
laire (2) entre u = z>(z) et r — — s( 3 t). 



APPLICATION? A l/lLOEBIlE IT A L*ARiIZIV lTIQ; 

697. On a d'ailieurs anssi 

— r — ll'* f ♦— 9 in' - '» in f' } < f— ins," - \t ’f •„ 
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on en deJuil immeJiatemenl. en extra}anl la racine quatrieme. 
la relation 

oil encore 

v 77 — \ 171 : = i : 

c’est sous cetle forme que Legend re *. F one lions ellipliques , t. I, 
p. 23 o) a donne le premier Feqiiation modulaire pour n = 3. 

698 . Placons-nous main ten ant an point de vue du n 1 691 . et 
proposons-nous d'etablir directemenl liquation modnlaire entre 
u = q ip) et (v='f (3 t). On sail qu'elle est du qua trie me degre 
en w, tin quatrieme degre en u, qu'aucun de ses tenues ne pent 
etre de dimension impaire en w et u : qu’aucun. de ses termes ne 
pent contenir w ou u seal, a line puissance qui ne soil un mul¬ 
tiple de 4; elle est done necessairement de la forme 

(a,) in -P ci.i u~-r~ a - A ) w* -r- ( b\ in -f- b~ u tr ] 

-f- (c 0 a v e- c-2 u 2 i w 2 -o ( cli in - 1- c/ 3 u > cr — in = o. 

Si 1’on identifie cette equation avec les deux equations que Ton 

obtient en j remplacant, d’unepart, w par — u : u par iv, d'autre 

part, u par u , w par i 2 w : on voit que : 
ou bien 

a j = ct ± = b,i = c 0 = c-2 = di = o et e 0 -r- = o; 

ou bien 

a. 2 = b z = c„ — di = ci ; = hi = d 3 = e 0 = o : 

la premiere alternative est seule possible, car dans la seconde 1 e- 
quation modulaire ne serait pas irreductible; Fequation modulaire 
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est done necessairement de la forme 

1 cr v — u*} — b l id cv 3 -f- d :i mv = o. 

Si, dans le premier membre de cette equation, on remplace 

a = •z »Vu w = si '3 V) par leurs developpements (XXXVIII1 ), on 

1 3 

obtient, en egalant a zero les coefficients de q~ et de r / 1 les rela¬ 
tions 

2 / 7 ; — J-> = o, -f- d;i = o, 

en sorte que Fequation clicrcliee est 

cr v — u* — 2 it z tr 3 -I- 2 11 w = 0 . 

Pour w = — r, on retombe stir 1’equation (2). 

699 . Cette meme equation (2) se deduit aussi de la formule 
(LVIIIi) et e’est peut-etre par cette voie que Ton apercoit le 
mietix la source commune d’ou decouient toutes les equations 
modulaires ( 1 u 

Si nous faisons, dans cette formule, a = 1, (3 = 3 et, d’tine part, 
x = y = —d'autre part, x = f ,y =— f, puis que nous ajoti- 
tions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 

s 3 (t!-)-=>UI 30-5-5,0 l-)5*(!l 30 

— arr 3 i'o 4 ”) ^3(0 ! nz) — 2 q* 2t 3 (2t| \z) 5 3 ( 6 t [ viz). 

Si Fon transforme le premier membre de cette egalite, en appli- 
quant la formule (XL 1 ), il se presente sous la forme 

“ [*%(il 4*0 -4-^-2 (2 U")][S r 3(f I i 2 t) -+- 3r 2 (-f 1 12t)] ; 
quel que soit T, on a d’ailleurs (XXXIV) 

=2r 1 (oiT; =0; ^3 (i t[ x) = e 4 1 2r 2 (o | t) ; 

^3(2 1 t) = ^3(i 1 t) = 2t 4 (o|t); 

Fegalite precedente petit done s’ecrire 

Sr 4 ro’ 4 -:) 3 - 4 (o; iiz) == 2 r 3 (o 1 4-) ^3(01 m-r) — 3 - 2 (o| 4 t) 2 t 2 (o| 12^). 


( J ) Voir Journal de Liouvtlle, 2* ser., t. Ill, p. 260; i 858 . 



Cette equation, dans laqueile on pent si;nnoser t rernolace 
par ^ , est manifestement id critique a 1‘Equation mod a [a: re o'. 

700. Observons en passant que Ton obtienl. par le mdmc pre¬ 
cede, des equations analogues en posant dans laformule LYIII. , 
ecrite pour a = i, 3 = 3 . an lieu de 

soil 

soil 

on parvient ainsi aux relations 

— (o *: ) ( e | 3 t ) = 3r 3 (o, - = 3rj i i 3 t — 2t. 2 i o " 3r 2 > t 3t . 

(o , e _) ; 3e) = .3t 3 (o ’ ^ < 2 z 3— 5Vo t ;3v 2 - Jt . 


701 . L’equation an multiplicateur s'obtient en eliminant z entre 
les deux equations 

Mz (1 — kz) — A — z, z+ — Gz- 4 1 - z — 3 = o. 

Ces equations sont equivalentes aux deux equations 
Az 2 ~ Bz-t-C = o. AY 2 ~ IGz — C" — o, 

OIL 

A = M -r-1, D = 3 A*M2 — 6 AM — A. G = — 3M 2 -r- 4 A 2 M - M, 

A' =— AM, B'=M-ri, C'= — A; 

l’equation an multiplicateur est done 

( AC — A'C) 2 = i AB r — A'B *. BC'— B'C .; 

en divisant les deux membres par (A 2 — 1 r. el reduisant, elle 
prend la forme 

3 M v 8 u — 2 A 2 ) 31 3 -f- G M 2 — 1 = 0 . 

L’equalion f(y) = o dans laqueile se transforme Fequation 
iF 3 (m) = o par la substitution y = pu (n° 69 i) etant clu qua- 
trieme degre en j*, est resoluble par radicaux; ll en est de me me* 

T. etM.—IV. 
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Je Inequation F.r^o.En general, ces equations ne sent pas abe- 
liennes. 

702 . Dans le cas ou el g 3 sonl reels, il n’est pas difficile 
ffiecrire cxplicitement les valours des qua Ire racines de 1'cqua- 
lion /V ]•! — o dans iaquelle sc transforme {’equation X Y :] ( u)= o 
j)ar la substitution y=pu. 

Convenons Je designer par s la racine cubiqtie imaginaire de 
1 * unite don l I’argument esl ~ ou suivant que le discriminant 

c -I j 1 

esl negatif ou positif; par F la racine cubique reelle de —2 Cjq 
par a. b. c les quantiles 



par y a la racine positive de a ; par \!b, \jc les racines de b el de c 
donl la partie reelle esl positive; il est aise de voir que \'b 7 \/c 
sont imaginaires conjuguees et que le coefficient dc i dans la 
partie purement imaginaire de sjb est positif. On a alors 

2W3-r-2t0i /- /r , r 

P -o- = — V a — Vb V ' c, 

2 W 3 UWj /— /- 

p ---— — pa -hyo — yc. 

L'ordre dans lequel on a egale les quatre racines de Fequa- 

• | 2 Wi 2 2l»J 3 ± 2 Wj , ,,, 

lion / \y \ = u aux nombres p —— ? p --j» p --- esl deter¬ 

mine par la condition que p —~ soil reel et positif, p reel 
et negatil: p ---s exprime an in open de p —p —- et du 

produit p' ^1' p ! , par les formules (Fadclition. 


= Jn- 


sja yb -r- /c, 


Vi = <Ja — \/’b — / c, 


2M, 

3 
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§ V. — Division des periodes par 5. — Equation modniaire 

correspondante. 


703 . An lieu de former direclenient {'equation V ^ el i’equi.- 
tion fir) = o, du douzieme degre en j\ qui en resuke par A 
substitution y = j> u. equation qui a pour racines les doaze valours 

que pent prendre 1'expression pa P ^ pour n _ A ?, J - . 

nous formerons les equations du sixieme et du second degre dont 
sa solution depend. 

Soient 

P = p(a P .q) — P '?a p . q ), 0 = ctii,rj i '*/. *±a P .,, . 


En posant y = piytp.q), on pent ecrire t CI 1 I T 7 




P = v 


(y s -j-TffO s - 

4 J 3 — 



et cette equation, si 1 'on regarde P coniine egal a 


p(a P ^)-rp(2a p ^), 


est aussi bien verifiee par que par p(2 a p , q ), puisque 1'on a 


p (4 cip P] ) = p(a P}q ): 

le polynome 

(y‘ 2 -hTo 2) 2 -P2 gzy — (y — P)( 4 y z — gty — &) 

doit done etre divisible par jr 2 — Vy -H Q; en ecrivant qu'il enest 
ainsi, on obtient les deux equations 

(2) 6PQ = P 3 h-|^P 4-£- 3 : 5Q2—Q(P— — lV*I = «••: 

d’ou 1’on deduit 

.(3) P 6 —5^ 2 Pi — 40 ^ 3 P 3 —P 2 — S & V3 p - = °- 

Cette equation est irreductible dans le corps 0 forme par les 
fonetions rationnellcs de g*, g' 3 a coefficients entiers, puisque en 
la resolvant, par exemple, comme une equation du second degre 
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en ^ 3 , la quantile sous Je radical n’est pas un carre parfait. II suit 
de la que les six. valeurs de p(a p ^ q ) -f- p (2 a P:q ) sonl distinctes ( 1 ). 
P etant determine par cette equation, on determinera y par 
1'equation 

r'—Py+ gj, (P 3 +U *P -^3) = o. 

On voit que toutes les fonclions symetriques entieres de 
p \ ctp.?)- p ( 2 ci p . q )i dont les coefficients appartiennent a 0, seront 
des fonclions rationnelles de P dans le merne corps. 

En eliininant P entre les equations ( 3 ) et ( 4 ), on obtiendrait 
1'equation du douzieme degre f{y) = o, ayant pour racines les 
douze valeurs que pent prendre pctp^q pour n = 5 , equation que 
nous avons evite d’eerire. 

70 -i. II n\ a aucune difficulte a former de meme 1’equation du 
sixieme degre qui admet pour raeine la quantile R introduite par 
M. Kiepert. On a, en effet, pour n = 5 , 

R = p(:ia IKfI )][p(ia p ^/)—p(ia Ptq )] = — [p(a Pt q)—p(ia Pig )]* 

= — [P ;a P-<i) ■+• P (2 -i- 4 P( a P,q) P ( 2 a PPJ ) 



( : ) Faisons en passant sur la forme de 1’equation en p quelques observations 
qui s’e ten dent aisement aux equations analogues pour n premier impair. 

Le coefficient Je la plus haute puissance de p est numerique el les autres coef¬ 
ficients soul entiers en g 1% g~: cela pouvait etre prevu, car ce caractere, comme 
un Fa \u au 11 0 457 , appartient au polynome en y que I’on deduit de W n (u) 
quand on y remplace p u par y; it appartiendra done aussi, en vertu de la 
tiieorie des fonclions symetriques, a 1'equation S(,s) = o, ayant pour racines les 

- n — 1 . . ... . . . . 

sommes ae — ; — racines de 1 equation en y et a tons les diviseurs entiers en 5, 

g 2 . qui ne sent pas divisibles par un polynome en g 2 , g 3 ; or le premier 
mambre de 1 'equation en p est un tel diviseur, puisque ses racines sont certaines 

sommes ae- racmes de 1 equation en y. 

D'aulre pari, le polynome en p est une fonction homogene de p, g 2 , g 3 quand 
on regarde ees quantites comme du premier, du second, du troisieme degre; 
cela pouvait aussi etre prevu par 1’equation d’homogeneite (VIII,). 

Ces re marques montrent que, pour former 1’equation en P, on n’a a determiner 
que des coefiicients numeriques; en particulier, il est certain que le terme en P n 
manque toujours dans Fequation en P. 
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il sufflt done d'eliminer P entre les deux equations 

I>C - »' 3 R-P — 2^3 = 

P G — ogu P ; — 4 ° P D — 5 p -2 P 2 — S on P — J — n, 

on encore entre les deux equations qui leur sont equivalences 

P z — r 3 Pi — g 2 1 P — 2 ~ 3 = o : 

9 (R. 2 ~ g 2 B — g 2 j P 2 -4- j 4 g 3 12 Pc — go P — ^ 1 ,g 2 — « 

on trouve ainsi, sans aucune peine, Fequation 

T { R) = 5 Pi 6 -4-12 e-2 Pe" — 1 Go Cj PR — a 5 G 'J 2 

= (5 R 2 -r- 2 g 2 B — gB /< R 2 — g 2 R — gif 


on 


et Ton obtient, en passant, F expression que voici de P en fonction 
rationnelle de R, 


P 



R 2 _ 

2 B 2 "T - ! G b 


70 o. Pour n = 3 , les equations modulaires entre g 2 , g\- ? G 3 
se deduisaient immediatement des equations (i) du n° 087 , 
puisque pour n = 3, v est egal ai, et que, par suite, on a sim- 
plement 


2- 

r = 1 


= Pi, 





Pour n = 5 , il fa ut fa ire stibir a ces equations une legere transfor¬ 
mation. Puisque p p sont raeines de Fequation ( \), on a 
d’abord 

20J 1 , 4 ^>l __ p 2C °1 p jddl — P i ~ 2 ~~x?; 

P—"*“ P T“ Pl ’ P ”5" P 5 ~ 61b 


on en deduit 


2 CO t 0 4 W 1 

p2 _ g- p- . 


0 

2 tig 


P? 


P?- 4 - 7 ^iPl-r- 

3 P, 


* , . P3 _ 1 o-^P, o- 0 

p 3 ±^ =P 3 _L t - 
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en remplaonnt ces sommes par leurs valeurs dans les equations (i) 
du n° 687 , on a ensuite 

( 39 P1 gr -2 -h 40^3 - 4 - Pi g 2 — 8oP-J = o, 

( 112 P1 ^2 — 19 5 ^3 g 3 — [4oP']=o; 

ies deux equations clierchees sont le res ul tat de F elimination de Pj 
entre les deux equations (3) et (5). 

On observera que les deux equations (5) sont lineaires aussi 
Lien en G,. G :3 qu’en g 2 , g 3 . Si on les resout par rapport a g* 2 , g 3 
et que. en y reinplagant P 1 par P, 1 ’on porte ces valeurs dans 
{’equation (3), on obtiendra une equation du sixieme degre en P 
dont les coefficients seront des polvnomes en G 2 , G 3 a coefficients 
en tiers, et que devra verifier P { . Cette equation, jointe a Fequa- 
tion i 3 t et aux equations (5), montre bien nettement comment les 
elements de Fun des couples (g 2 , g 3 ), (G 2 , G 3 ) dependent alge- 
briquement de 1 ’autre, les elements de Fun des couples etant sus- 
ceptibies de six valeurs quand on se donne Fautre couple. II 
convient de remarquer que si l’on connait deux couples corres- 
pondants (g 2 , g 3 ). (g 2 , G 3 ), la valeur correspondante de P* , racine 
commune aux deux equations (4 b s’obtient rationnellement an 
moven de g 2: g 3 , G 2 , G 3 . 

706 . Passons a Fequalion du douzieme degre qui donne les va¬ 
le urs de sn ' 2 a p ^ q , 011 

apK-f 2 iq K' 

~—-- 

Le svsteme complet des elements est, par exemple, 

(o ? 1), (no), (1,1), (1,2), (r, 3 ), (1,4), 

(2, 0). (2,2), (2,4), (2, G), (2,8), 

oil Fon a mis Fun sous 1 ’autre les elements qui appartiennent a 
une meme ligne. 

Si Fon pose 



2* = S f k sn a Piq , 

. y = k- sw.-a p ^ q sn 2 2a^ )? , 
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on aura, en vertu des form ales J'addition. 

n i i — z;r~ — j* 

\ k s n 'A a ,, = — •> :r - -•---. 

i — j'* 

\ ,’cia : '\a lKr . -- _ °f ~ 4 ' x ' ~ l; AT- , 

jp — -i - r - — o J-* — i 

4 - i — : .r 2 — y* 


d on autre cote, on voit tie suite qtie i on a 

k s n -1 i) (-tp,r; i — h sn - * a ^ p, 

et I on a la ie moyeii de former une equation que devront veri¬ 
fier toutes 3 es valeurs de ksn 2 a p , q : com me liquation asnsi ob- 
tenue esl du douzieme degre, on est sur que best Fequation 
clierchee: eile se Irouvera mise sous une forme qui nous sera 
commode. 

Si F on pose, pour abreger. 


et 

cette equation sera 

( I ) f{z)= A 2 f ! _ ^-2 }2 — 4 ( I — S -3 H- I B 2 . 

La fonction k 2 sn 2 (a Pjq ) sn 2 (2a p , q ), rationnelle en k sn 2 (cip. q ), 
ne change pas de valeur quand on yremplace k sn 2 (ci p , q ) par Finie 
on Fautre des racines qui correspondent aux elements d’une merae 
ligne verticale. Si done, dans Fequation f(z) = o, on fait la trans¬ 
formation 


on devra obtenir une equation du sixieme degre en r, et les deux 
racines r qui correspondent a une menie racine r de cetle equa¬ 
tion doivent pouvoir s’obtenir par une equation du second degre ; 
c’est ce que l’on va verifier. 

707 . Regardons dans ce qui suit y comme mis simplement 
pour abreger a la place de la fraction rationnelle en z qui con- 
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•2 jo 

stitue le second me mb re de [’equation (2); resolvons cctte equa¬ 
tion oar rapport a 0 et substitoons la valour aiosi Irouvee dans A. 
et dans B: on trouvera sans peine 

A = 11 — z-) , B = (i — ^)*-(y — 1 ); 


puis, en remplacant aussi dans ( 1 ), 

= -i _ , _ 2^2 4- 3 }') ^ - 4 - y 2 = (y - 4 - z*-Y—z’-y (y- ajr -+- 5). 


D'autre part, on a identiquement en y, £, p, 

[ - — t }' z — »7 2 3 7) ~ 2 "hr 2 ”7 [O'—4)4 P - 3 ~0-7+ 4) - 2 +/] 

* i ~ 4 J - 


ir-y-) — 4 ?•?'] ’ 


dans le premier membre, la quantile entre crochets est nolle en 
vertu de la definition ( 2 ) de y; on a done les deux egalites 


( = fy- 

/ z f 1 ) _ rjz 


-7(7 2 —+ 5), 


■OH- 47 —7 2 ) — 4p7> 


qui peuvent etre regardees comme dcs identites en £ si 1’on se 
reporte a la definition (2) de y\ dans les deux seconds membres, 
j n’entre explicitement que par la combinaison ? z ne peut 

done etre une racine de f[p) sans que la valeur de ^ qui an- 
nule le second membre de la seconde egalite n’annule aussi le 
second membre de la premiere, e’est-a-dire sans que l’on ait 

< 5 f Qiyi = iGp-y — tp -1- 4 jK — 7 2 ) 2 0 — 27-4-j 2 ) = 0. 

R.eciproquement, si l’on prend pour y une racine de cette equa- 
tion, pour z une racine de l’equation do second degre en z, 

,, y h - z 2 

;— O-Mr—7 2 ) —4P7 = °> 


le second membre de la premiere egalite (4) sera nul [comme on 
le voit en eliminant p entre (5) et (6)], en sorle que 

+ — (j/3 — 2 y 2 -+- 3/) ~hy 2 
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sera nul; inais alors. en vertu de F identic 3 ck,ni le second 
membre est nul a cause de (6). on aura, puisque r n'est pas nul. 

c : est-a-dire que r satisfera Lien a sa definition '' 2 ' : dds lors. le- 
identites (4) out lieu, en sorte qu e f>z) est nul a cause de ; o . 
Nous avons done demonlre que Fon obtient les racines de f' z'> en 
resolvant F equation (5 ; du sixieme degre en r. puis Fequation .43) 
do second de^re en 


708. Si Ton con side re une fonction symelrique de deux racines 
de Fequation f(~') = o qui correspondent aux deux elements d'une 
ineme ligne et, par suite, a une meme racine v de 0 V' — o, elle 
s’expriniera ra ti on n el lenient an 111 oven de la somnie et dti produit 
des racines de Fequation (6), e'est-a-dire en fonction de la ra- 
cine y consideree; cette fonction symelrique dependra done d'une 
equation du sixieme degre. Tel est le cas, par example, pour Fex¬ 
pression (LXXX\T 5 ), 


x fl = Hkf 


„ 2 K , 4 K 
cn- —— cn- —r- 
D D 

dn 2 2A dn 2 

J 0 


en supposant quejy soil k 2 sn- ^ sn 2 les deux racines de Fe- 


quation (6) seront k sn 2 k sn 2 ^ et leur somnie sera 
on en deduit 


o’—y- 


/c-2 — 


4 p k y 


1 -*■ 4 y-y- 


fi __ _ 

i-*-4 y-y- 


en reinplacant, dans le second me nib re, p par k -t-js et en suppri- 
rnant en liaut et en bas le facteur y — 1 , on trouve sans peine 

sfl If- -r- 5* 


ou 


s/k i — 

3 = ^; 


1 --r 



F 0 XCTI 0 XS ELLIPTIQUES- 


cn eliminant r enlre 0(jr) — o et Pequalion qui clefinit S ', on ob- 
tient sans difficult^ liquation en 5*, puis l'equation cn \//. 

709. Si l'on vent former I’eqiiation qui a pour raeines cp(ov), 
on constalera d’abord, com me dans le cas de n = 3, que 

T = = ¥1 

Vk 

est une fonction ralionnelie de y. On a, en effet, 

lL _ » 

v Z-~ i / 4 --:T -f- i )- 

— < y" 1 — : f r t- h- (p 2 — 2 ) (r 2 — 3 r) (y •+• i,) -f- (y -+- 1 j 2 ] . 

~ — 3jr)J- 

en remplaeant, dans le numerateur, p~y par ia valeur tiree de l’e- 
quation @(r) = o, on trouve, apres des reductions faciles, 

s/l __ k~ r (i -h 4y — y 2 ) (i — /)-1 2 . 

sfk ~~ ic L y~-r-i-4-/,- 2 ( r 2 — 3/j J 

en extra van t les raeines carrees et en clioisissant le signe de ma- 
niere que le second membre soit, comme T, positif pour de grandes 
valeurs positives de 4, on oblient 

t = ? {5 ~ i = ! S {1 + —y‘ 2 ) 0— ,r) 2 . 

O(Z) 4 y-+-i-^k 2 (y 2 — $y) 

Ceei pose, on a a eliminer y entre les deux equations 

0 (r ! = o. 4f (y -M) ■+■ h~(y~ — 3jk )] T — A*(r -+- 4y — y 2 ) (j—y) 2 = o; 

en remplaeant y par i — A, on est ramene a eliminer \ entre les 
equations 

0(i — A ) = A C H- 4 A 5 -h 16 jjl 2 ( a — i ) = o, 

a* 2 X 3 -f- 4 (JcT - I )X 2 H- 4 T ( X — a ) = o, 

oii Ton a ecrit, pour abreger, p. an lieu de k — ~y la premiere de 
ees deux equations se simplifie en ajoutant le premier membre 
de la seconde multiplie par — a-— 2 )v; on est alors ramene a eli¬ 
miner A entre deux equations du quatrieme degre 

k — 4 T H- p)X -f- 4 (jl 2 = o, 

X 4 a x s + 4 ( k T — i) a -+- 4 [a T X — 8 (J l T = o. 



applications a lAlgebre et a l'apjienei: on. rid I 

En appliqimal la methode de Bczout cl en comBinant les :U r nes 
et ies colonnes de maniere a simplifier le determinant do aua- 
trieme ordre an quel elle conduit, cnparvient a i semen l a un deter¬ 
minant do qua trie me ordre dont sept elements sur seize sent mils, 
et que Yon n’a done aucune peine a developper: un Irouve ainsi. 
en supprimant des facteurs p et f i -P A* 2 ;. 

— A*T G — 4 /A T- — j AT ; — 5 /jT 2 — 4 T — /,* = o. 

En posant si 5 t) == — *\ < — a, done T =— ^ on trouve 

finalement ( 1 ) 

zA — 4 ur 11 — a * v ,; . — 5 n- v-, a - — c- • = o. 

On parviendrait a la me me equation en sui\ant la methode 
appliquee an n° 898 pour n = 3. 

710. On pent mettre cette equation sous la forme p = pp en 

posant 

A. — -4- Qu-v- -T- v+, B = 4 uv( it- — t'")i G = i— u*v* : B = A— ir : 

on peut done aussi la mettre sous la forme 

Aj- B __ (Bj- D 

A.EG b " g-d ’ 

Oil 

A B = ( Ll -r- C /*. 

A — B = i u — v A 
G ~t— D = 11 — u *) 11 p *) j 
G — D = 11 -r- it* )< i — v*). 

(Best la forme que Legendre lui a donnee. Dans son Supple¬ 
ment aux Fonctions elliptiques, p. 70 , il etablit, en effet. i’equa- 
tion 

( Vk+V£\ _ l±± Lzi 
\n-V7j — 

De l’equation modulaire obtenue au n° 709 on deduit aisement 


(») Jacobi, Fundamenta; QEuvres, t. I, p. 7S. 
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la relation 

[1 —-i*. = (i - u*)(i—v*) 

= [ I — U v ) ( I 4- r\)j [( I — P* )( 1 -r- U % )] 

= ! i — 11* v* — <4 — it*)(1 — u* r v 4 - ir— t’ 4 ) 
zz' — — j zz 2 r 2 ( zz‘ 2 — r 2 ) — 4 zzp (r 4 — u*) 


— 4 zz p 


u'"' — r‘~ — '5 u- r 2 ( if - — c 2 ) — 4 uv(u *' — r 4 ) 

— 4 uv 

zz 2 — v- r 2 (' zz rp (zz — r p __ (’ zz-— c 2 ) 6 _ [o 2 (t) — o 2 ( 5 t)] g # 
16 zz 2 v- 16 zz 2 p 2 i6c3 2 (t) cp 2 ( 5 t) 


cTapres une remarque faite an n° 692, on a done aussi 


[* — 6 s (5^)] [1 — ^ s (")] = 


[.b*(5z)~ &*(?)]* 
16 ty-('z) b-iS'z) 


Si Ton divise ces deux relations, membre a membre, et que 1’on 
tienne compte des egalites 


O s f z) — d- 8 (V) = I, cp s ( 5 - ) -r- 6 8 (5v) = 1 , 


on obtient la relation 


WtH 6 ( 5 t) __ rtpS^j^o^Ol 6 . 

’y>( 5'z) ~ — i 2 ( ot) J 

d'ou, en extra van t la racine sixieme des deux membres et choisis- 
sant les determinations par la consideration des developpemenls 
suivant les paissances de q (XXXVIII,), 


iiixl _U — ? 2 (5^ ) __ 

'c(z)^(3z) ‘ <!4(v) — 6 2 (5 t) 

C’est la forme me me donnee par Jacobi a I’equation modulaire 
an § 30 de ses Fund amenta ( 1 ), savoir : 


Wk - \f~l) ty/c \U 4 - {s/k' — //') 's/k' \jv = o. 


711. Dans la formule (LYIII,) posons a = 1 , [5 = 5, et prenons 
d’nne part x = jj-, y = 2 ., d’autre part <r = f, y — *; aj 011 tons les 
deux formules ainsi obtenues; transformons, comme dans le cas de 
n = 3, par la formule (XL,), les produits de S’ qui figurent dans 


(*) QEuvres, t. I, p. 125 . 
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le premier membre. en somrnes de xX ; enfin, exprirn ' ns Xs de 
1’argument j, § on § par les S de [‘argument o : non- • XtieiXinus 
ainsi la relation 


Tj - k (u , e \ .3V o _ i o ~ ' = ^7 4 m j 3 “ . * o _ 1 5 t ■ — q - TX ^ z 3 ~ 2r - : 3 - 

— ^V’ a-’ 3e » Sr 3 « iot 1 j: . 

De meme, prenons dans la meme form ole ecrite pour a == 1 . 
4 = 5, d une part jr = X y = — |: d‘autre part j: = j- = — 
aj on tons les deux formules ainsi obtenues: reduisons a a rnoven 
de la formule ^XL/>. et nous aurons la rel a 1 1011 


3 Vo j 2: j .33. (o iot ) - 


Vi3; O EOT 1 — q - XX z ( Z 

Sv ‘AT t 3 " .tT ; i IOT l5 T I. 


Pour 


J ” V t Z l 

— a ane part, et j? ~-— 

2 1 ■ ■> •> 




= -- j- = 

^ d'autre part, on parvient de memo a la relation 


XZ -2 (o ^3-2 ( o | ='.^2 (o I 3 ~ 1 5 3 f 0 ; p 

— 2 q s .in ( a e | 3 e j 2 t 3 U o t , 1 5 e 


tandis que pour x — — — ? r = — d’une part, et .r = — — —- -j 

■*■ 1 2 *- o 1 • 2 2 

jr — X — £ d’autre part, on obtient la relation 

^ = 2 ^ 3(0 | DZ j 2r-2 To 1 I 5 Z ) -i- 2 7 2 ^3 {' T ; 3 T \ J3U ( J , IJT ( 

2 £ s 2r 3 < 2:|3: j^ 2 U0T| 15 t ). 

Ces qua Ire relations, deduites toutes les quatre de la menie lor- 
mule (LVIIlj ) pour a = i, {3 = 5, vont nous fournir aisement 
l’equation raodulaire pour n = 5. Xous avons etabli (n os 699, 700;, 
pour |a — o, i, 2 , la relation 

2t 3 (o ] t) 2t 3 ( i±z j 3 t ) = ip>(o | e) ?j- 2 ( [ 3 t) -~ (— nr 3v o j c i ;?* (\±z i 3 V, 

d’ou Pon deduit, en cbangeant t en 5 t, la relation 

Su(o| 5 t:) Sm (5 A-j i 5 t:) 4 - (— i)r .%(o j 5 z) (5 a- j iot) 

z=zXJo(o\5z) 3V 5 ;jl~ . i j t ): 



multiplions ces deux relations membre a membre et par q 2 '± ; ■ 
si dans Fe^alite ainsi obtenue on doinie a ;a les valeurs o, i, 2 , on 

O * 




FOXCTIONS ELLIPT1QUES. 


'4 4 

obtient trois relations que nous ajouterons membre a inembre; 
nous parviendrons ainsi a la relation 

[1 = 2 

3-i (o > t J S’* (o I 3 t ) 'V 2t 3 ( ;xt j 3 z) (5 [xt | ijz) 

jmd 

a = 0 
a .= 2 

— S’-u. t i& 4 (o; 5 t) — !)S 1 y 2 i i! 2r; i (;j.T:|3':)3,,(5!XT | i.'it) 

U, =r 0 

= 2t 2 ( o ! t ) 2t 3 ( ° I j t ) q-v* 2f 2 ( jxt | 3 T ) 2r 3 ( 5 |xt | 15 t ) 

y.= o 
a = 2 

— 3t 4 <0 . -r J S- 3 < 0 1 5t) ^( — t jH-(Ij.-r i 3-) Sr 3 f 5 jj-x | i5t), 

JX= 0 


dans laquelle figurent precisement les quatre sommes, de trois 
termes chacune, que nous venous d’ex primer an mojen d’lin pro- 
duilde deux fonetions B(o); si i’on remplace ces quatre sommes 
par leurs valeurs, on obtient la relation 


^ 3 ;0 ,Z)^(o\5-z) — i 2ro CoI-J .^3(0 i 5>(o ^4 2 (° ~7") 
= [ o ; t i Sr 3 (o | 5 t; — 27 3 i'o | z) 2t 4 (o | 5tj] Sq (o | ‘2t)St 4 (o | iot) ; 


il suffit d’appliquer les formules do transformation (XLVII), 
XLY1II > pour n = pour a perce voir l’identite de cette relation (*) 
avec bequation modulaire proprement dite pour n = 5. 


• : ) La meme formule (LVIIIj) fournit un procede tres rapidc pour parvenir 
a 1'une des formes de liquation modulaire pour n = 7. Prenons, a cet diet, 
dans cette formule a = 1 , 3 = 7 et d'une part x = y — — {, d’autre part x = 
v = — et ajoutons les deux formules ainsi obtenues. Reduisons 1c premier 
membre par la formule (XL t ) appliquee a chacune des quatre functions Sr qui y 
figurent: on aura 

2Sr () oj/jt) Sr ; (0J 28 t) 

= 3S 3 (r J ;.ST)&.(o|56T)-2< ? <&3(2't|ST) &.,(i4t|56t) 

— 2 '7 lc -.;(4"iS-:) Sr. ; ( aS-r j 5G<) — t q*<> S 3 (6t|8t) &,(:5a t| 56t). 

Faisons aussi dans la mime furmule (L\ III,), ecrite pour a = i, [i = 7 , cl’une 
pint x = o. y — o, d’autre part x = l, y = — -I, ajoutons, reduisons ie premier 
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§ VI. — Division (Tune boucle de lemniscate en 3, 4 
on 5 parties egales. 

712. Lc probleme de la division ddine boucde de lemniscate en 
parties egales se ramene immedlalenient a la recherche des \aleurs 

de p | w i ? to :I j dans le cas particulier ou les invariants a'X, i-,; 

sont respeclivement egaux a 4 et o. Si Ton prend le Jeml-axe o 

de la lemniscate pour unite de longueur, la longueur d une boucle 

de lemniscate est, en effet (n° 6 49 b eg ale a -b a K uii aco, pour 

V 'i 

or 2 = 4? g'% = en sorte que la longueur l — 5 de la /d :r - ! ‘ partiu 

membre par la formule (XLj); nous aurons 

2 =T. ( O | 4 T ) Sr. f O | 28 T ) -7- 2 £, ( 0 4 ~ ( 0 | 2 iS t } 

= 2 Sr 3 (0 1 S t) sr 3 (O i 5G -) 4- 2^*5 (st j St) St/i4t ( 5ot , 

-r- 2 (4 V 1S -r ; Sr 3 ( 28 t > 5 G t) -f- 2 g y: Srj dr' St .Hr,,- i>:’ 'ot . 

En ajoutant membre a membre les deux formules a nisi obtenues <t rempia- 

cant ensuite t par y, nous obtenons la relation eiierchee 
A 

Lgop) Sr.(o I 7T) 4- Sr ; ( 0 1 t) Sg ( 0 1 7 t ) -f-Sr,f o j t) St^o’^t) 

= 2Sq (o | 2 t ) Sr. (o | 1 \ t) 4 - 2Sr 3 (o | 2 t ) Sr^ (o i 4 " )• 

En tenant compte des formules ( XXXVII) on pent 1 ecrire 

1 ~t~ y A" ^ l 4— k v l ~~~ V 1 ~ r ~ ^ V 1 _r ~ ^ ~ 7 ~ V 1 ^ \ 1 ^ * 

En elevant au carre les deux membres de cette relation, on en deduit aisement 
la relation 

[1 — c;- v t) ? 2 ( 7 t ) — 0 2 (t) 6 2 (7t)] 2 = i© 2 CO rb:-) V^db".'- 

si Ton extrait la racine carrce et si Ton determine le signe en dcveloppant les 
deux membres suivant les puissances de q, au moyen des tormules ( X\X\ III .1, 
on voit que le carre de i’expression 9 ( z ) r (7 T ) ■+■ (-) dll' 7 ; e ^ L L *? a! a i: ccUe 

expression elle-meme est done aussi egule a i, com me on le voil, en ob&er\ant 
que, el’apres les formules (XXXVIII), die se reduit a -r- 1 pour q = 0. 
L’equation moclulaire ainsi obtenue 

z(z) = 1 

se presente sous une forme particulierement elegante. Comparez Journal de Liou- 
ville, 2 e ser., t. Ill, p. 261; tB 5 S. 
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de la boucle, comptee a parlir du point double de la lemniscate, 
est esale a. —; les valeurs reciproques p des carres des distances 
du point double aux in — () points de division sontdonc donnees 

, 'i/itOi . _ 

par les \n — i) expressions que prencl p — p — pour si — i, 


2 . n — i. 

Pour n — 2 , il n’v a pas de probleme; pour n = 4, on a inime- 
diatement (n° GT6! 


il) « ^ 




to 3 

P ~ = z ~ 1 ' 


i 

7 ; 


”7=’ P 


to 3 m to i 


Pour n = 3, on deduit de meme des formules (n" 702) 

i -+- i s/~) 


S = 4 ; r =— 2 , 


b = 


.3 -4- l 


v/3 


2 

3 —is/3 


d'ou 


sj a = o, sfb = J- 's /27 ( A / 2 -f- /3 -f- i vA — \/3) , 


\/c = J v^ 2 7 ^V 2 \/3 — i\/i — s/3), 

en sorle que Ton a 

2COi I 4 /- / 77 2t0 3 I 4 /— / A 7 

p —— = K \ ! 27 \ 2 -+* /0, p —77- = — - v 2 7 V' 2 -T- V 2, 


2 0)3=2(0! 7 4/- / /.p 

p- 3 - = 4 = 3 v 2 7 V 2 — V °* 


Ces monies resultats se lisent, d’aillenrs, aisement surFequa- 
tion fir) = 0 que Ton deduit de la relation X F 3 («) = o par la 
substitution y = p u ; cettc equation se reduit, en efTet, pour 
o - 2 — 4 , o - 3 — o, a. Fequation bicarree 3 y !i — 6y 2 —• i = o. 

Pour ii = 5, Fequation du sixieme degre en P se reduit a 

pc _ 2 . 0 P * — 8o P 2 = o; 

elle adinet done la racine double P = o et les quatre racines 

simples P = y io — 6 oil ehacun des radicaux a deux deter- 
ruinations. A la valeur p = o correspondent les deux valeurs 

Q — —> racines de la seconde equation ( 2 ) du n° 703, pour 
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g*=A, =o. Aux qua ire raeines simple^ P eorrvy ■ ■ 

deux valeurs de O donnees par la relation O = p P- — ^ C 

Les douze valeurs de po P ^ seront done ies douze \aleurs pin* 
prennent les expressions 

j r-~- _ _ 

y -p-> t ‘ \ 0 v’3 — I'J — \ — y . 

quand on donne aux radicar.x qui y figurent leurs deux determi¬ 
nations. 

Ces formules mettent en evidence ce fait que ia division d'une 
boucle de lemniscale en 3. 4 on 5 parties egales pent etre efleetuee 
a V aide de la re pie et du comp as settlement , tout com me la divi¬ 
sion de la circonfercnce du cercle en 3. 4 on j parties egales. Ce 
parallelisme entre les deux probl ernes se poursult, d'ail leurs. pour 
tons les nombres premiers impairs /?, et c est a lui que Gauss fait 
allusion an debut dela septieme Section des Disquisiltones arith¬ 
metic ce. 

713. 11 n’est peut-etre pas inutile de fa ire observer que, pour 
deduire les memes resullats de Fequation 0(yy = o [equation (5 » 

du n° 707], on ne saurait prendre pour/: 2 la valeur ~ 

trouvee an n° 649; pour passer de Fequalion en pit a Fequation 
en sn 2 ip on a, en effet, an n° 677, applique la formule (XCYT), 
qui suppose essentiellement \e { — e :i — i. en sorte que dans Fe¬ 
quation G(j') = o la valeur de Id est liee a celles de gv = 4. g:\ = o 
par les relations 

g- t = f (la — Id -V r). g 3 — dp \ 1c- — to •> k- — i p Id— > ) 

qui sont veriliees pour Id g- * = o. Id — ' l = mais non pour 
'ild —*1 = 0 . 

Pour Ic = f, on a p = o, et Fequation 0 {Vj — o est resoluble par 
radicaux; elle se decompose en 

i 4- \y — r- = o, 5 — 2 v 4- r 2 = o, 

en sorte que y est, soit cle la forme 2 4- \ 5, soil de la forme 
, +3 ^/ZT7. Les deux quantiles 2 sont racines doubles de 

0 (y) =■ o; pour ces valeurs Fequation (6 ) du n° iQi devient une 
T. et M. - IV. X T 
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identite; les quatre racines de Pequation 


(*— _ )' —r (y'~ — 2 y -h 5 > = o, oil jr = a -t- \/o, 

sont d'ailleurs racines de {’equation o: on oblien t ainsi 

liuit racines de/i z) = o, savoir 

z = i (v'^o ■+• 1 4 i 7 a V'^a "i- IO /5), 

ou chaque radical a deux determinations. Les deux quantiles 
i -j~ o ^ _ i sont racines simples de 0(y) = o, et les valeurs cor- 

respondantes de ^ sont yj i -f- a \/— i ; on a done quatre autres 
racines de Pequalion du douzieme deg re f {z) = o. 

Pour verifier que ces douze racines fournissenl les memos 
solutions que les douze valeurs de y= petp^ eelites plus bant, il 

suffit de se rappeler que p a = et, par consequent, de verifier 
que Ton a 

v'l-t- av/— I \J — 1 1 * ^ -- — \j—W 

{ V 10 6 /5 -r- ‘l -r 2 V 7 >,) (\/ f 4 V 7 2 — 3o — \> l O [/5 — >2 ) = j , 

ce qui n'offre aucune difficult^. 


714. Pour fixer celles des douze racines qui sont egalcs a jo ? 

P V 1 p -zr* p iJ suffit d’observer qu’en parcouranl dans le 

sens direct le rectangle dont les sommets sont les points o, to,, 

coj-fco^ co 3 , o, on rencontre succcssivement les points o, —~ ? 

4 4 w 3 a to 3 , 

w,. . to 3 , -y, r ? o, et que, com me dans cc parcours 

pu vane de -f-x a —x par valeurs decroissantcs, on a 




.4^3 


2 tO 3 . 


C,> 0><?3 > PiV- >,P -Vi 


on voit ainsi 


que 


2to, __ b-^C 
p - — ■ , 

2 a 


p 4 w i _ b - 


4 to 3 


b -he 




2 a 


2 a 
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en posant, pour abreger, 

a = | \/5 — 2 , & = | /l4 "a -i ? c = v X7“ZT; . 

Les liuit an Ires racines soul imaginaires: on pent !es diseerner 
aisement les ones des a litres en tenanl com pie des vale nr s d e ^ 
cjualie 1 acmes epic nous venons d ecrire, el en apphquant le theo¬ 
rem e cbaddilion. 


§ VII. — Division de F argument. 

715. Le probleme de la division de F argument pour un nombre 

enlier n consiste, pour la fonclion p u, a calculer p i s 

n / 

quand on se donne p(u: ° 2 , «* 3 ). Ce probleme a ete entierement 
resolu pour n = 2 par la formule (XVI,); il ne depend cpie d‘e- 
qua Lions du second degre. II suffirait, pour le ivsoudre dans loule 
sa generality, de le resoudre completement pour n premier impair; 
nous nous altaclierons an cas ou n = 5 ; la marclie a suivre est la 
memo dans le cas general. 

Pour n = 5, le probleme depend d’une equation de degre 5-, 

dont les racines sont les diverses valeurs de p ( — X IF 2 ^ c ° 3 j. 

La formule (CIV G ), en j changeant u en |, permet immediate- 

men l dc former cetle equation, et Ton volt de suite que ses coeffi¬ 
cients appartiennent au corps Q forme par les fonctions ration- 
nelles dc g-> : a coefficients entiers. Elle v est irreduclible, mais 

sa resolution pent se ramener a des resolutions d’equalions du 
sixieme el du cinquieme degre, ces dernieres etant resolubles par 
radicaux. Pour le faire voir, nous etudierons d’abord les transfor¬ 
mations inverses de la fonclion pu, nous montrerons que ces 
transformations se ramenent k la resolution de telles equations, 
puis nous mettrons en evidence que le probleme de la division de 
Pargument se ramene a deux transformations inverses successives. 


716 . Supposons d’abord que Ton se donne p ( u j y? gj 3 j et les in¬ 
variants correspondants G*. G 3 . et proposons-nous de calculer la 
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\aleur correspondante de p(«[oj 1? w 3 ). Nous commcncerons par 
calculc-r les invariants g. 2 , *- 3 dc celtefonction au mojen clc Go, G 3 , 
comme on Fa indique an n° 705; nous dcvrons cnsuile rcsoudrc 
par rapport a p u Fequalion du cinquieme degre en p u, 


«1 

U -r-- w 3 
v D 




() OJi 


-P ]■) u H-- 


• ,P ( " ' 

• P ( “ ■ 


4 wi \ 
5 / 


8 co i 
5 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, a coefficients 
entiers, de p (u |y> to 3 ^, G 2 , G 3 , P n ou P, est lie a G 2 , G ;J par Fe¬ 
quation du sixieme degre que Ton a appris a former au n° 705. 
Cette equation (quand on regarde P, comme connu) pent elrc re- 
solue par radicaux ( 1 ); ses racines sont, en effel, manifeslemcnt 

f zrtoA ... 

Vr = ]) «4 - )> (r = o, i, a, o, ,{) ; 


si done on designe par a line racine primitive de Fequation 
x* — i = o, on voit de suite que Fexpression 

X p = (r () + a.rj -h a 2 a ? 2 -h a-'Ur ;J -p a«r 4 )/ ; 

X (.r 0 -f- y-Pxx -p ol~-p .r 2 ~ a~ 3 / ; .r 3 -+- a-W>.r- l ), 


ou est Fun des nombres o, i, y 3, 4? pc change pas quand on 
augmente it de ou que Von fait une permutation circulaire 
sur Jtv x 2 , x 4 , car le premier facteur se reproduit, mul- 

tiplie par y et le second par il suit de la que A p est une 
fonclion doublement periodique de it 1 admettant les periodcs 

2. CO i , 

-y-et 20 ) 3 ; on voit de suite que c est une fonction paire dc u ; 

e’est done une fonction rationnelie de 


w 3 I; c est memo 


une fonction entiere dej>^« -X car dans le parallelograramc 
des periodes dont les sommels sont o, 2 ^ 1 , iip + O .o) 3 , :>.u 3 , il n’y 
a pas d autre pole que le point o qui est d’ordre dc multiplicity 


(* j On demontre toutefois qae eelte equation, en general, n’est pas abelienne. 



'ip-r- \i : X p pourra done s'exprimer par la mAL.jde ie decom¬ 
position en elements simples, on par linen liicAion des coefb- 
cients des diverses puissances de u. an moven dime function de 

premier degre de p { u ^j et de ses derivdes d'ordre pair i ip. 

on par mi poly no me en p ( tt -A • co. 5 »* 11 esl d'aSOeurs aise die 

voir qu’on n'introduit pas, sauf a, d‘autre irrationality que eeldo 
que I’on a deja. in trod uites, e'est-a-dire que est un pAi\- 

nome en p \ a \~, w ;) L dont les coefficients sent des poly no me- 

en a, P|, Go, G ;i a coefficients numdriques rationnels. Les polv- 
nomes X p elant formes, on voit que Ton a 

__ 7 ~p x _i_ r _ a _ G , „ __ „ _ A ; „ 

‘ TaT 7 ■’ 

en ajoutant ces cinq equations membre a membre. on trouve *’ 1 } 

^ = I |“ A _Ay_ Ao __ A 3 A; "j ^ 

i L ° * «.v aI » 3 ’ 'di-L.dj 


Les an Ires racines s’obtiennent en rein plaoan t { A*, par ses di- 
verses determinations. Idequation proposee se resent done par 
radicaux. 

II est a peine utile de dire que le probleme qtii eonsiste a trOli¬ 
ver p (u I W], ino) an mo ven de jij a j to,. A-j se traite exaclenient 
coniine celui dont nous avons developpe la solution. 

’ n \ 

717. Ceci pose, revenons an ealculde p ( r J w 1 , ), connaissant 

p(u | 03 ,, oj 3 ). La formule d’homogeneite 


P 


u 

J 


CO] CO; 

5 ’ 5 


— j - pi It | CO], CO3 j 


( 1 ) Dans ie cas general oil le nombre 5 est remplace par le nombre premier 
impair /?, il convient d’observer pour celaque les fonctions crcliques entieres de 

p ^ '' ’ A 1 j cq i: to 3 ^,oii /* = 1, 2, ..., 7 . .- ■ 1 , com me les fonctions symetriques des 

memes quantiles, s’expriment rationneliement au moven de g,, g- et de la racine 
correspondante (ici P 2 ) de Tequation du {n e- i) i6flie degre dont depend le pro¬ 
blem e de la division des periodes par n. 




Connaissant cette derniere fonction, on calculcra p ^ ~ (o h 

oo a pour cola, d'a pros ce qui a etc dil auxii" s 705, 71G, a resoudre 
one equation du sixiemc degre qui ne conccrnc que les consumes 
et une equation du cinquieme degre resoluble par radicaux. Avanl 

obtenu p ( y co f , y j, on calculera jJ w i ? co 3^) ; G semble qu’on 

ait encore it resoudre une equation du sixieme degre, niais on 
evite cette resolution puisque bon connait a la fois les invariants 

de p ( ~ J to j, -y ) et cetix de p(^~ to,, co 3 ^, qui sent les donnees 

^ 2 ? £\j ; 011 n ’ a Gone qu’a resoudre (par radicaux) une nouvelle 
equation du cinquieme degre. 


718. Des considerations analogues s’appliquenl a la division 
de 1'argument pour la fonction snu; lecalculde sn , connais- 

sant sn«, esl entierement resolu pour n = % par les formules du 
n° 334; il se ramene, pour n premier impair quelconquc, it deux 
transformations inverses de la fonction sn u. 

Si, dans la lormule (LXXXVIL,), on regarde sn (a | t) comme 

1 inconnue et sn (’yj [ n ^) comme donnee, Fequation 


sn 




sn 2 u 
sn 2 

i — A- sn 2 a r 0 sn 2 a 


eat du de o r ® n en sn u- Design on s par Q 0 le corps forme ties fonc- 
tions rationnelles de ? (t), o(ra-), a coefficients entiers; on rap- 
pelle que o(tj, oi«t) sont liecs entre dies par I’equation modu- 
laire. de degre n + i par rapport a chacune de ces deux quantiles. 
Les fonctions svmetriques entieres des quantiles sn- „ qui 
ligurent dans 1 equation (LXXXVII 4 ) appartien nenl, ainsi que M, 
a ce corps. La fonction tp doit etre regardee com me donnee 

en meme temps que la fonction sn ^ | > et e’est par rapport 
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a 'f (?) que 1'equation modulaire Jolt d’abord Xre rXoiuc 
Tequaliou (LXXXYIL.) doil dire resoiue par rapport a sn-. ) 
en se important a [‘equation > LXXXYII, . on \oit que Ys r; 
de 1'equation en sni u | 7 i sont de la forme 

■ 'jl r K 

:r r == sn | u - j ’/' = ii, j, - 2 .z 

' n ’ 



et ii n’est pas difficile d en coneliire qu'elles s’ohliennent encore 
par ['extraction d'une racine n l ‘ PAi \ 

Le multiplicateur M est donne par la derniere des formules 
( LXXX\ I 5 ); cette formule. en y remplaeant sn par son expres¬ 
sion (LXX1 C ) an inoyeii des fonctions S, donne de suite 



en utilisant ensuite les formules (LLY, (XXX VI 2 ), on arrive sans 
peine a l’expression 


cetle f oral ill e met biea en evidence la facon dont M depend de 7 . 
Le problems qui consiste a trouver sn ( u J 7 h connaissant 

sn f ~ 1 ) ct ’o ( - ), se res on dr a de meme an moven des formules 
\M nj * \ a J J 

(LXXXIX*), apres que Ton aura eaicule 3(7) an mo yen de Pe- 
quation modulaire du degre a -f- 1 , qui lie 3(7) et r ( ~ j * Xu moyen 
des formules (LXXXVIIL), (LII 2 ), etc., on trouvera aussi 


(a) 



Ceci pose, connaissant su{u j 7), on commencera par calculer 
sn(^?nu ^ j ; oil 1’on a ecrit, pour abreger, m pour designer le 
multipiicateur M dans lequel on aurait remplace 7 par c’est le 
probleme de transformation inverse dont nous venous de parler. 
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2-m 

II e\ige d‘abord la resolution par rapport a de l’equalion 

modulaire de degre n 4-1 enlre o(t) et puis la resolution, 

possible par radicaux, d’une equation de degre n en s n(^mu • 

Comiaissanl sn ( mu | ~ j > on calculera sn (min' u | t), 011 Ton a 

ecrit /?daa lieu de Ji; ce probleme se resout an moyen de liqua¬ 
tion (LXXX1XQ et pent etre effecLue par radicaux. Comire, 
d’apres les foramies (i) et ( 2 ), on a 

, i 

m m = — ? 
n 

on a ainsi obtenu so ^ j t j et le probleme de la division de 1’ar¬ 
gument est resolu pour la fonction sn. 


§ VIII. — Multiplication complexe. 


T19. Quel que soil le nombre eniier n que Ton envisage, la 
fonction p(na) s'exprinie ralionnellement (n° 460) an movcn 
de pit* en sorte que les periodes de pu sontdes periodes de p(/ut). 
Si mi nombre complexe p v pour un couple de periodes donnees 
n to j. 2 joo.it de la me me propriete, en sorte que les periodes 
de p i it coj ? to 3 ) soient des periodes de p(pra|to,, to 3 ), on dil 
qu il y a une muItipliccition complexe de la fonction pu par le 
nombre p., pour le couple de periodes 2 to,, 2 co 3 . 

Soit p. un tel nombre complexe et designons par AQQ la fonc¬ 
tion p( p. u to 1; to 3 ); poisque i ( a ) ad met les periodes 2 to,, 2 to 3 , 

> est une fonction rationnelle de p(u j to,, to 3 ), p'(u j to,, to 3 ); 
’Qy/n etant une fonction pairede a, est done une fonction ralion- 
nelle de ps u to,, to 3 ) seulement. 

^-0. Puisque les periodes de 3a fonction p(ii ] to,, to 3 ) sont des 
periodes de la fonction p (p. w | to,, to 3 ), il est clair que 2 p.to,, 2 p.to 3 
sont des periodes de la fonction pQQto,, to 3 ); on doit done avoir, 
en designant par a, |j, y, 0 des entiers reels tels que aS — (3y soil 
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different de zero, des relations de ia forme 

(l ) = xwj ~ 3w 3 , ;jiw : _ 

Reciproquement, des relations de cette forme monlrent dvl- 
demment que la fonction p(u «j«,, co ; d) admet les peri odes aw,. 

2 co 3 , el que, par consequent, ii y a, en vertu de la definition, mul- 
liplication complete par le nombre coniplexe u. pour le couple 
de peri odes 2 to,, 2 co 3 . 

Les egalites ( 1 ) peu\ent s'ecrire 

CO, — y.Q l —!— 3 O3, OJ3 = *' ii, — Gilj. 

en posant 

1 \ J - 5 u ;x ? 

ii v a done transformation entre les deox functions p( u w h to 3 \ 
el p(u | □ 0 3 ), et l’on veil encore de cette facon quep; u j 0 S . Q 3 ) 

ou ul 2 p ( p u ( ojj, co 3 ) est une fonction rationnelle de p ■' u j to,, cod). 

Les equations ( 1 ) etant homogenes en to,, to : >. il est clair que, 
s 7 il y a multiplication complexe par u. pour le couple de peri odes 
2 cd,, 2 f 0 ;} , il y aura aussi multiplication coniplexe par le me me 
noinbre ;x, pour le couple de periodes 2 Aco,, 2 acd 3 , quel que soil a; 
on pari era done de multiplication complexe par u et pour 1111 rap¬ 
port de periodes t. 

En resume, La condition necessaire et sufjfisante pour qidily 
ait multiplication complexe pour t et par u (7 et p. etant des 
nombres complexes donnes) est que les equations 

(a) [i = a-5-S*:, = 7 01 

soient verifiees pour quatre en tiers a, t 3, y, 0 . 

On observera que [3, y et a 0 — |3y sont necessairement diffe- 
renls cle zero. On pent supposer [3 positif, quitle a changer le 
signe des cinq quantiles a, 13, y, 0 , a. 

721. Des conditions ( 2 ) il resulte immediatement que, s’il y a 
multiplication complexe par u et pour t, ii y a aussi multiplica¬ 
tion complexe par tout nombre de la forme a-h b u, oil a. et b 
sont des entiers reels quelconques. 



2 JO 
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On pent d'ailleurs retrouver ce resultat par le raisonnement 

sonant : 

D’a pres la form ule d’addition de la fonction p, Fexpression 
pi an — b p u) est line fonction rationnelle de p(au'), p(b uc it) 
et da produil p r ( an).p’( b y. it ); mais j) ( y. a) est, par hypo these, 
nne fonction rationnelle de p u , en sorte que p r ( p a) est ie pro- 
doit, par p ! u, d'one fonction rationnelle de pa ; done, coniine 
paaj est le produit de p'u par one fonction rationnelle de pa , 
et qne pY Zm. a i est le produit de jF(a a) par une fonction ration- 
neile de jvy. a). Fexpression p'(au).p f (b p. a) s’exprimera par une 
fonction rationnelle de p a seulemenl; il en est done de me me de 
pi an — b y. a i. 


72^. Des equations ( 2 ), on deduil 


— 7 -M'x — 0): + = o; 


si done, en designant par 0 le plus comm 1111 di vise nr des valours 
absolues des nombres — y, 7. — 0 , [3, on pose 

— 7 = a p, 7 — 0 = bp. p = cp , 

od definit trois nombres en tiers a. b, c jouissant des proprictes 
suivantes : a et c sonl differents de zero; c est posilif; on a 

ci -f- b'z —j— c~~ = 0; 

comme 7 n est pas reel, on a necessairement 


b- — I ac < 0 ; 

a est done posilif. Si Fon pose 


0 = pi, m = 4 ac — Z> 2 , 


on aura 


,=r2l±*l. 


~> -* = 7 z= — a p, 0 


pi — bp 


et, par suite, 


^ 3., . 


pi -I- ip s/m 


n = 70 — 


-1 


[j. — a -f- Jjt = 


2 
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)ii le radical est pns, com me dans ce qui suit* a \ <_ 
ion arithmelique. On observera quo le nembre 
lorme du nombre complexe u. 

723. Inversement, supposons cju'un se do one les en tiers a. 6, m 
els que 4 ac — b' 1 = m soil positif, et les no mb res en tiers oj, 
lonl le premier est positif. et tels que p, zz bz soil pair; les ex- 
iressions precedemment ecrites Je a. 3. y, o an moven de <i. A 
5 p? pi definissent une multiplication complexe par le noinbiv 

s, — iz \ in " 

‘" i 

'Our la racine de Fequalion 

ont la partie purement imaginaire est positive, ainsi qu'on le voit 
le suite en relournant les raisonnements precedents. 

724. Au lieu du multi plicate ur p. on pent introduire, pour le 
leme x, le multiplicateur 



etant egal a o ou a i, suivanl que b est pair ou impair; p. est lie 
M par la relation 


u est manifestement entier. Le fait que M est un multipli- 

:ateur complexe, pour x, resulte, (Fapres les equations <yF), de ce 
ue 1’on a 



insi qu’il est aise de le verifier. ILailleurs, de ce que M est un 
lultiplicaleur pour x et de Fexpression de a au mo yen de Lb il 
esulte que p. est, comme on le salt deja, un multiplicateur pourx. 

72o. Si x, est lie a x par une substitution lineaire x ( = ^ 
determinant ao — [3y egal a i, il existera une multiplication 
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complexe poor t, avec 1c me me multi plicaleur M; car v, veri¬ 
fier a evidemment line equation da second degre 

-r- 1> X Zi Ci = 0, 

0 u 4 a iCi — A; est egal an produit de 4ac — b 2 par le carre da de¬ 
terminant de substitution qui cst i, en sorte que b et b h sont de 
ia me me panic et que ies qnan tiles ni\ , Si, analogues a m , c, sont 
respeeti\ement egales a ces dernieres. Rappelons d ailleurs que 

['on a 

J(e) = Jf-iV 


726. Supposons toujours qu’il y ait multiplication complexe 
pour z. Des equations (a) il resulte que Ton a 


d’ou 

D'autre part, quel que soil t, Ies valeurs x que prend la fonc- 
tion J( ~ j quand a, [ 3 , y, o prennent loutes les valeurs en- 

tieres possibles telies que Ton ait ao — J3y = /?, /i etanl un nornbre 
entier piosilif donne, verifient line equation algebrique 

F(*r, J) = o, 

oil Ton a ecrit J an lieu de J(t); puisqiFil y a multiplication com¬ 
plexe, J ve rill era done Fequation F (J, J) = o. Ain si cliaque inva¬ 
riant absolu qui correspond a une valeur de z pour laquelle il y a 
multiplication complexe, verifie une equation algebrique a coeffi¬ 
cients en tiers ( 1 ). 

Kronecker a appele ces invariants absolus parliculiers : les in¬ 
variants singuliers. Il a de meme appele modules sing idlers les 
valeurs de k- (V), qui correspondent aux valeurs de z pour les- 
quelles il y a multiplication complexe. 
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il2i. La tlieorie de la mul Li plica lion complexe e^l li-'-e a i’Arith- 
tetique. On sail que deux formes quadraliqr.es definies. a coeffi- 
ients entiers. 

f = ax- -f- bxr — cv-. f’ = ax- — b'x v' — c’j*'-, 

3 nt dites (proprement) equivalents quand on pent passer de 
une a Pautre par une substitution a coefficients entiers 

x = 'xx ~ r Sy. r — *;,/* — or- 

ont le determinant y.o — est egal a i. On a alors 

j a — a’-v- u vr — c'*;-. 

t U -— 4a’c J est egal kb 2 — ae. Aux formes precedentes sont 
ees naturellement les equations 

a bz ~ c z- = o. a — b’z' — c' z- — o. 

i l’on designe par':, d les racines de ces equations pour lesquelles 
i coefficient de i est positif, si Ton pose, com me precedemmenl. 

o> M = — £ -1- i \ f { ac — b 2 , 2 M' — — s'- 1 - i \f { ci r — b' 2 : 

i designant loujours pars, d des quantiles egales a o ou a i et 
s me me pari le que Zq Z/, on voit que, quand les deux formes f 
, f ! sont equivalents, M est egal a M r . En supposant loujours 
equivalence des deux formes, on pent passer de v a z! par une 
ibstilution lineaire (de determinant egal a i), en sorte que 3 
it egal a J (A). 

Inversement, s’il v a multiplication complexe pour t et x‘, et si 
>n a J (t) = J (d), d’une part ? et d verifient des equations de la 
i rm e 

a -t- bz cz- = o, cJ-v- b'z — c'z- = o, 

i l’on pent supposer que les nombres entiers a« Zq c sont sans 
viseur commun, de liieme que a\ Z/, d et que c et d sont posi- 
fs; d’autre part, a cause de LA) — J(V), il exislera des entiers a. 


it en resulte que Y equation 

a i a ~ p -f- b\oL^r 7 -+- ot) -+- c'( 7-1- otF = 0 
a les memes racines que Pequalion 

II est Lien aise d’en conclure que, si Ton suppose 
b ' 1 — i etc = b ' 2 — 1 a' c\ 

les deux premiers me mb res soul idenliques, d’oii res alien l i m me¬ 
dia lement les equations (3) et, par suite, Pequivalence dcs deux 
formes envisagees. On voit d’ailleurs aussi que M — ML 

II suit de la que Pegalile J (t) = J(Y) esl la condition neccssaire 
el suffisante pour que les deux formes 

ax- -+- bxy - 4 - c/ 2 , a' x 2 -h b' v' 2 h- c' z ' 2 

soient equivalentes. Si Pon range dans unc me me classe les formes 
equivalentes, on voit que la recherche du nombre de classes pour 
un determinant b -— \ cic <C o donne revienl a la recherche du 
degre de Pequalion F(J, J) = o. 


§ IX. — Decomposition d’un nombre entier en une somme 
de quatre carres. 

728. La comparison des difFerenls developpemenls on serie 
d'une meme quantile, que fournit la ihcorie des fonclions cllip- 
liques, conduit sou vent a des propositions inleressanles d’Ari th¬ 
in etique. 

Signalons, d’apres Jacobi ( 1 ), le iheoremc sur la decomposition 
en carres. II va resulter de Pidentilication des deux developpe- 


‘ 1 ) completes, t. I, p. 1*89 (fin dcs Fundamenta) ct p. 2^7. 
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merits (XXX A I, X' et i CX 5 . 


pi — p. 


.1 Co V \ I - V jad I — >] 1 


oli v — i, 3, 5, . . .. Consiclerons d'ahord 1c premier de ces 

deux developpements. 

On reconnail de suite, a cause de Id Jen isle 


2 q " ; 21 cj 1 ’ = 2 r f : " L - 


que, si I’on ordonne le carre de ^ q"‘ suivant ies puissances en- 

n 

lieres de q, le coefficient de <y x sera ie no mb re de solutions de 
['equation 

1 = X: 

de meme, dans le cube et la quatrieme puissance de ^ . le 

n 

coefficient de q* sera le nombre de solutions de [’equation 


on de l’equation 


n - -r- n’ 1 -f- it' 1 = X 
n 1 -r- n' 1 n r?1 -s- n" - = X. 


Clierchons maintenant le coefficient de q s dans Ies deux serie> 

2 ^- 22 **^- 

V 

2 t^ = 22 '-^^' ? -- 

n — 1 

Soit 

X = 2 r p + 

p clant un nombre entier positif impair, et considerons le cas 
ou r est plus grand que zero. Pour que 2 v {% -f- p) soil egal a 2 /p, 
il faut et il suffit que v soit un diviseur de p; a cliacun de ces 
diviseurs correspond un ternie en q* dans le premier de\eloppe- 




2 6 2 
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merit; le coefficient de </ N daDS ce premier devcloppement sera 
done 'i (p). en designantpar <b(p) la somrac des diviscurs de p. 

Si Ton a 

n( 3 -h r) = i 1 'p , 

n devra avoir la forme i9d, d etant un diviscur dc p qui pent 
d’ailleurs etre egal a i ou a /?, et p mi enlier qui pcul elro nul, 
inferieur ou egal a /*. lnversement, si a est de celte forme, en 
supposant dd' =p, il v aura un nombre- 

(3 = — i 2 r ~9d r , 

qui rendra 7i ( r p -r i) egal a ?/p. 

Si o est inferieur a r, j 3 est impair; le termc du second deve- 
loppement qui correspond aux noinbrcs d el o csl ainsi — o 4 p d; 
la Somme de ces termes qui correspondent a unc me me valeur 
de d esl 

p = r —1 

-</ ^ •!? — — d [->. r — i), 

et la somme de to us ces termes qui correspondent a unc me me 
\aleur de p est done 

— I). 


Si p esl egal a r , [3 est pair; le terme do. second devcloppcmcnt 
qui correspond aux deux nombres d eL p = /* csl ‘>fd ; la somme 
de ceux de ces termes qui correspondent a line me me valeur de p 
est 2 r d(';•). 

Finalement, le coefficient de dans la somme 


est 


2 


n = co 

2vg- v ^ nr / 11 

i — q-'J ' jLa i q !l 3 

n = 1 


2>l(p) —6(j0 )(‘2r— i) '\>(p)2 r = 3 btp), 


en supposant /* > o. Pour r — o, on voit de me me que ce coef¬ 
ficient est A (p). 

On voit done que le nombre de solutions dislinctes, en nombres 
entiers positifs nuls ou negalifs, de Pequation 


n- -r- n'* -i- if 2 -a- = 2 r p 
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est 24 (p) 011 8i(p), suivant que /• est different de zero on dgal 
a zero. II faut entendre que les solutions /?. n'. n \ n" et m. n\ , 
/z 7 sont distinctes si Ton nda pas a la fois /?:=/;,. /, — > , 

/7 a fff '7 

7^ = 71 { , 71 = 77 i . 

Non seulement on a ainsi demontre la possibility de decom¬ 
poser en qua Ire carres un nombre entier quelconque, in a is on a 
le nombre de ces decompositions. 

L’identite (XXXVI 6 ) 

traitee d’une facon analogue, conduit a la proposition suivante : 

Le nombre des decompositions en quatre carres quelconques 
d’un entier impair est egal a liuit fois le nombre des decompo¬ 
sitions du quadruple de eet entier en one sonirne de quatre carres 
dont les racines sont des nombres tous impairs et posit if s <’ r . 


( ! ) Voir le Cours de Ch. Hermile, redige par M. Ando yep,, ed.. p. L i. 


jS 
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NOTE 1. 


Stir la fonction de x definie par Tegalite v ^ 
et sur un tlieoreme de M. Picard. 


On a explique an Chapitre VII comment ? est une fonction uni- 
voque de /. dans Ie plan (B obtena en praliquant dans le plan de la 
variable v. deux conpures aliant le long de Faxe des quantiles reelles, 
Pune de o a —co, Fautre de i a 4-go. En dehors des coupures la defi¬ 
nition de - n'offre aucune difficult^; nous avons explique an n° 5Y5 
comment, au moyen des formules (CXX), on pouvait completer cette 
definition sur le bord superieur de la con pure de droile et sur le bord 
inferieur de la conpure de gauche ; rien n’empeche, en dislingucint 
les deux bards de chaque coupure, d’adopter une definition sem- 
Liable sur le bord inferieur de la coupure de droite el sur le bord 
superieur de la coupure de gauche; la fonction est alors 

definie dans tout le plan e, y compris les bords des coupures, sur les- 
quels la fonction prenddes valeurs infiniment voisines de cellos qu’elle 
prend en un point infiniment voisin de la region du plan a laquelle ap- 
partient le bord considere et ces valeurs sont fournies sans ambiguTte 
aucune paries formules (CXX ; )• C’esl seulement aux points o, 1 que 
la fonction n’est pas definie. Nous representerons les bords de ces 
coupures par des paralleles infiniment voisines os, oV, y'rf, yv) en 
regardant ds, y'r/ com me appartenant a la region superieure du plan, 
oV, yr, com me appartenant a la region inferieure ; nous relierons ces 
coupures par des cercles infiniment petits daofyiV decrils respective- 
ment des points i et o com me centres (les points a, (3 sont supposes 
sur Faxe des quantiles reelles); enfin, nous decrirons, du point o 
comme centre, un cercle de rayon infiniment grand qui rencontre 
les coupures aux points s, s', r t , rf infiniment eloignes. II est clair 
que le contour aosr/y'Syr, s'd'x limite une region (S) simplemenl 
connexe dans le plan (T. Noire but est de montrer comment se fait 
dans le plan de la variable t, lie a x par la formule 



NOTE 1. — FONCTIONS DE Z ET THEOREME DE 31. PICARD. EO-S 

1’image du contour de (S) parcouru dans Ie sens direct. Les for- 
niules ( CXX) y suffisent entierement. Nous rep resent crons -vstcim - 
tiquement par (a) le point dti plan des t qui correspond au oo:::L r 
du plan des z. 

L’image cherchee est figurfe schemaliquement c:-d»-ssoi:s : 



Les points (a) et (V) sont sur daxe des quantiles pure merit irnajd- 
naires, le premier ires pres de o. le second Ires haul. L'aire ii droite 
de la ligne ponctuee est [’image de daire de (5 \ qui est au-dessus de 
1’axe des quantiles reelles, daire a gauche est [‘image de daire de S 
qui est au-dessous de Faxe des quantiles reelles : deux, points >. 
d’aflixes conjuguees out pour images des points (z \ svmetriqties pa!• 
rapport a daxe des quantiles purement imaginaires. 

11 nous faut justifier les diverses parties de cette figure. Supposons 
d’abord que z decrive le petit cercle 7 ’3y; les forinules iCXX,„.) 
montrent de suite que, z etant tres petit en valeur absolue, on a 


LV(jz-) 

X(z> 


— log2 logl [ — Z I 4- r { 



11 — I logt I - Z | - Z> Y.) — 

2 2 ° ■> 


!og T6’ 


eu sorte que z est sensiblement — ~ logz, le logarithme ayant sa 
determination principale. Si Ton pose pour un instant z = on 
aura 


i ^ 0 Hogp 


z decrivant ie petit cercle 7 ' 3y, ^ diminue en partant (Tune valeur un 

pen inferieure a i pour aboutir a une valeur un pen superieure a — i ; 
le point t oil (z) decrit done, approximalivement, ie segment de 
droite parallele a l’axe des quantitds reelles. qui va du point (y') ou 


- ilO£] 


-1 au point ( 7 ) ou 


- i i0£fy 
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La figure decrite par le point z quand z decrit le petit cercie o'ao 

se deduit de la precedente par la formule /(z) = y. (; - Le point 

i — 7 . decrit alors, en efFet, le cercie y' 3y, done j (r — z) decrit ap¬ 
proximativement le segment rectifigne qui va de (yQ a (y) ; /(z) 
decrit done approximativement un arc de cercie de centre o allant de 
(o') a (o). arc de cercie correspondant evidemment a un angle an 
centre i li finiment petit. 

Si z decrit le bord stiperieur os de la coup are de droite, on peat 

recorder z com me prenant des vaieurs reelles de i a -h go; - varie 
° 1 z 

alors de i a o, / ( l - j s’eieve done sur l’axe des quantiles purement 

imaginaires d'un point tres voisin de o a un point tres eloigne ; de la 

formule f ) = T^~JTyT) on P ar su i te > que point f (z ) 

decrit dans la region superieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diametre le segment qui va du point o an point i, ou piutot du 
point (o) au point (s), puisque z ne va que de o a e. 

Quand le point z decrit la coupure o's' symetrique de os par rap- 
port a Faxe des quantites reelles, le point /(z) decrit le demi-cercle 
symetrique du precedent par rapport a I’axe des quantiles purement 
imaginaires. Quand z decrit le demi-grand cercie sr/ dans la region 

superieure du plan, ~ decrit le demi-petil cercie py, f decrit 

approximativement le segment rectiligne qui va de (p) a (y); done, 
enfin, 



decrit un arc de cercie infiniment petit de (s) a (•//) dans !e voisi- 
nage de i. 

Quand le point z decrit le bord superieur ■*/y' de la coupure de 
gauche, en allant de — co a o, le point i — z decrit le bord inferieur 
do* de la coupure de droite de -hoc a i, — decrit done Je demi- 

cercle (s ) (o ) et t :=y(z), la parallele menee du point i a I’axe des 
quantites purement imaginaires a partir de (r/) infiniment voisin 
de (s) et de i, jusqu a un point (y') infiniment eloigne au-dessus de 
I’axe des quantites reelles. 

En reunissant toutes ces parties, on a Fimage complete. L’aire (S) 
et son image se correspondent, point par point, d’une facon univoque. 
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On pent si Ton vent supprimer les arcs infiniment petits ainsi one 
le cote (7' ) (7) infiniment eloigne vers ie haul: on a aiors le theorems 
saivant : 

Si dans le plan dcs x on pratique deux coupures allant de \ a 
H- cc et de o a —cc le long de V axe des qaantit^s reel let, d don 
regarde le bord superieur on inferieur de chaque coupure com me 
fa is ant par tie de la region superieure ou infer ieur e ., le plan des x 

ainsi coupe, par la transformation con for me ~ — —•< a pour 

image la par tie du plan des z iimitee : i° en has par les demi-cercles 
situes au-dessas de daxe des quantiles reelles, et ay ant pour dia- 
metres les segments de droite allant de — i a o et de o a — i, 
2 0 d droite el a gauche par les para Hides incnees par les points 
-F-1 et — 1 d Vaxe des quantiles purernent imaginaires. Les dea r 
demi-cercles sont les images des herds infer ieur et su par ieur de 
la coup are de droite: les deux par alleles sont les images des bot\ Is 
superieur et infer ieur de la coupure de gauche. 


Q a and on traverse la coupure de gauche et qu'on re m place x." . 

x (x) par les fonctions qui les continuent, la fonction qui continue r est, 
comme on l’a vu (t. Ill, p. 209), ■ ±: 2 suivant que Ton traverse la 
coupure de liaut en bas ou de has en haul. De me me quand on tra¬ 
verse la coupure de droite, la fonction qui continue t e-t gfrpz' 5U *“ 

vantque Ton traverse la coupure de bas en liaut ou de haul en bas. 
On reconn ait ties aisement quelies images du plan des x, coupe comme 
on Fa explique, fournissent les transformations conformes correspon- 

dant a ces nouvelles branches de la fonction * — * 

Si nous envisageons la fonction v —/(•/.), definie en un point x 0 non 
situesur lescoupures, ainsi qu’aux environs de x 0 , et obtenue par con¬ 
tinuation le long d’une courbe quelconque, pouvant traverser les cou- 
pures, mais non les points 0 on 1, nous savons que cette fonction est 
holomorphe a Finterieur de tout contour simple en ton rant le point x it 
et ne contenant ni le point o, ni le point 1. Dans une aire contenant 
l’un ou Fautre de ces points singuliers, la fonction /(*/.) est suscep¬ 
tible d’une infinite de determinations, mais toutes les branches de 
cette fonction que Fon engendre en tournant autour de 1 un ou de 
Fautre des points singuliers o, 1 sont toujours regulieres en un point 
quelconque du plan autre que o et 1. En outre, le coefficient de 
pour une valeur quelconque de/(x), est toujours positif. 

Ces proprietes de la fonction / (x) out per mis a M. E. Picard 
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detablir une proposition importante concernant les fonctions entieres 
(transcendantes 011 non) et que voici (*) : 

S'il ex isle deux nombres a, b, tels que la fonction entiere g(z) ne 
puisse acquerir, pour aucune valeur finie de 3, ni la valeur ci , ni la 
valeur b, cette fonction est une constants. 

Si la fonction entiere g(z) ne prend ni la valeur cr, ni la valeur b : 

la fonction, aussi entiere, ne prendra ni la valeur o ni la 

valeur 1. II suffira done de demontrerqu’une fonction entiere g(z) 
qui ne prend ni la valeur 0, ni la valeur 1, est one conslaute. 

Dans la fonction t = /(x) precedemment definie, regardons x 
conime etant egal a g (3) ; nous obtenons ainsi une fonction de s que 
nous designerons par F(s) et qui (n 0 49 ) est regulierc pour toute 
valeur 3 y de 3:, puisque x n’esL jamais egal ni a 0, ni a 1. La serie 
entiere en 3 — z Q qui represente la fonction F( 3 ) aux environs de 3 0 
nepeut avoir un rayon de convergence fini (n° 55 ); la fonction F(3) 
peut done etre representee par une serie entiere en 3 — 3 0 (on en 3), 
convergente quel que soit 3; e'est une fonction entiere. 

Si, d'ailleurs, on pose F (3) — a 4 - i b, a et b etant reels, on est sur 
que b est positif, quel que soit 3; or on a 

] e iF[z) | — e~* < r ; 

la valeur absoiue de la fonction entiere e iV[z) etant plus petite que 1 , 
quel que soit 3, cette fonction est une constante; il en est clone de 
meme de F(3 j, et, par suite, de g(z). C’est ce qu’il faliait de¬ 
montrer. 


i ) Anna les de VEcole Normale super ieure, 1S80. Cette proposition, gencra- 
lisee tout d'abord par Fauteur lui-meme, a recu, grace aux beaux travaux <le 
M. Borel (Lecons siu' les fonclions entieres, igoo), une extension considerable. 
Nous n'avons en vue que la demonstration meme de M. Picardy relative an theo¬ 
rem e enonce. 
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NOTE 2. 


Sur les suites aritlimeticG-geometriques de Gauss. 


En partant de deux, nombres pc»$;tils quelconcrues ci , >• . = 1 *.^t b* 
premier « 0 sera suppose plus grand que le second b L . considerons la 
double suite indefinie 

a<. a,_ . tin-i- a- . .... 

b tr b x . b 2 , .... b ;i , .... 

obtenue en supposant, en general. 


oil l’on doit entendre, com me dans ce qui suit, que le radical a sa 
determination aritlimelique. 

On voit de suite que Ton a 


-*« = 


W 




( V^Ov-1 — \bn -i d 2 ^ 

\ va tl ~i \ r b n -i) ^ «n-l —bn-l . 


la derniere inegalite resultant de ce que Ton a 


W a n-i sib n - i) v > -i - b n -i r 2 . 

Les formules precedents montrent que Ton a 

&a's > b n . cl n <C ci}i —\, bf t b n ~i ; 


les nombres a 0 , <7j, <?.>, ... vont done en decroissant; les nombres b Ln 
b lf b 2 , . . . vont en croissant; les nombres b Q , b i9 b 2 , . . . restent in- 
ferieurs aux nombres a Q , a l9 a. 2 , . .. de meme indice; les deux suites 
ont done une limite ; cette limite est la meme a cause de l'inegalite 


, 0 & n ~b n ^ bft 

a u + b n <\a Q +bJ 

qui resulte immediatement de l'inegalite (a). On voit sur l’inega- 
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lite (3) que les deux suites convergent tres rapidenient vers ieur 
lirnite commune. 

Si Ton pose 


€ a — y/ a h & ft 


— CC/i —i —1 


(n — i, 2, 3, .. 


il est chir que Ton aura 

lim c n = o; 

n = co 

au reste, on reconnait sans peine que Ton a 

Crt< ib °(ik) 

Gauss a appele la limite commune des deux suites a 0J ct l9 . . . et 
/, 0; b { . ... la moyenne arithmetico-geometrique des deux nombres 
positifs donnes a Q , b Q , et Pa representee ( ] ) par le symbole p. On a 
manifestement, quel que soit le no mb re positil Ji, 

[jl( ha 0 , hbo) = h\x(a 0 b Q ). 

Proposons-nous d'e valuer la moyenne arithmetico-geometrique des 
deux nombres positifs 

= bo = Srf (o ] v), 


oil 4 est un nombre donne reel et positif, en sorte que q •=. e TTU est 

reel, positif et plus petit que i, et que ci Q > b 0 > o. On a im media- 
tement (XXXYI C ) 

c 0 = (o [t), 

puis (XLYII-), 

= l [Sr! (oh) H- n<f >! VI = &i(o I«), 

b i = ^ciob 0 = £r 3 (b \z) Sr 4 (o | -u) = Srf (o | st), 

Cl = = I [3| (O ; 1) - &| (o IT)] = 2rl 


et, en repetant le meme raisonnement, 

a n b n . = 2r|(o I^t), (o | 


(M Werke, t. Ill, p. 35a; voir aussi t. Ill, p. 362 et suivantes ( Nachlass ), ou 
Gauss emploie le symbole M au lieu de p. 
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Quand n croit indefimment, e 2 ' z=r y- 1 ten! vers z-ro. done o c 
b a tendent vers i; nous aurons done 

•i[z; 2 .o t , Sf . 0 : = i. 

Le cliangement de t en — dans cette formule. ilonne {XLIII :; .. - 


'j. S' 7 

1 l 1 


0 ‘ T e — r, 0 :i 

1 ' i 


et, par suite. 


rC* Co ' t 1 5 

[j;-o :i. Zz ‘ o t J = - = — 


Ceei pose, appliquons les for mules de transformation quadra lique 
de Gauss, en nous rappelant que /. v designe le module correspondatit 
a une valeur de t egale a la mol lie de cede qui correspond au mo¬ 
dule k, etque Ton peut done poser simuitaneinenl \\XYIL_ 2 ) dans 
les formules (LXXXIV), en y changeant. toutel'ois, t en at, 


it = 


.jh ( O 1 •> T I 



c ( > 


u 0 




Ui 

et 

So 

u 


-- k 


"-hi - 

a a S 2 i o t i 


jj q_i_ 4 1 y j - 1 

<l\ S'5 (O ‘2~ \ 


1’on ait 


snf u, A) = sin'% 


i-^-k 


k ) = sin 3 0 , 


la formule (LXXXIV l ) fournit la relation 


sin'% = ( a v -h Ci) 


sin o rt 


ai — Ci sin-s 0 


1 , , > . C ! f , , Ci " l) () 

que 1 on peut ecrire, puisque —• est egal a - . 3 

eti r/j ~ u,) 


(0 


sin 6 0 = 


2 a 0 si n z>q 


(a 0 -T- 6 0 )CO 5 2 e 0 -h * 26 ?o sill ’ 2 cp 0 J 


e’est sous cette forme que Gauss en a fait usage ( 1 ). 


(*) Werke, t. Ill, p. 352 . 
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Des relations 


= ami it, a i, Oy — / —-—r ? /i 

\ I -1 - /l 


on deduit, d’ailleurs, par inversion, 


V i — a- sin 2 1 j 


dl 

\J i — k- sin 2 1 j 


en sorte que Fequation (i) est equivalente acelle-ci 


t 


\' a \j cos 2 / -h b 


,7 sin 2 / j . f 


1 V a\ cos 2 / -f- b\ sin 2 / j 


De me me, les deux relations 


sin 'l n = 


4 -- ) cos 2 <p,j ~r 2 sin 2 C3,i ' 


r-' r 

J 0 V «,!cos 2 / -+-6,2sin 2 / | / 


/««+i cos 2 / 4- 6* +1 sin 2 /1 


sont equivalentes quel que soit n — o, 1 , 2 , 3, 

. Ces formules permettent cle ramenerle calcul d’une integral cUip- 
tique quelconque de premiere espece, niise sous la forme normale de 
Legendre, et dont le module est reel et compris entre o el i, au ealcul 
d une integrate du meme type ayant un module positif plus petit 
qu un nombre positif aussi petit que Ton veut. Si, en elTet, 


d Q | V^u cos 2 1 b^ sin 2 if j 

est I'integrale donnee, a module la formule (i bis) montre qu’elie 
est egale a Fintegrale ° 


! ^ a I cos 2 1 -f- b r sin 2 / 


a module g moindre que g, et ou <p 0 s’exprime au moyen de par 

la formule (i). En prenant ensuite d, 1=tfo dans la formule' (2 bis) 
rente pour ft — 2, on voit de meme que I’integrale donnee est ega! e 




a l’integrale 
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dt 


J - 


a'i cos- t — b’l sin -1 


a module ~~ moindre que ~, et oil y : s'exprime an mover* de 
par la for mule (2) ecrite pour n — 1. Et ainsi de proehe procne. 

en appliquant les foruiules (2 > successivement pour n — 2. . 

en prenaot cliaque fois •!/.*— on veil que Ton a pour tout 

in dice n. 


'f"‘° _ cU __ _ 

J a \ \/a* cos -1 — b ; 3 sin-it J u \ a-, cos- 


flt 


-t — 6: sin- 


/ 0 . vOjj 

o n s’exprimant an moyen do i 0 par la chaine d’eq nation- du second 
degre (en sin»/) 

2 nr / sin-, ^ , 


sin 'i» z - : 


1 at — b 1 1 cos-y/— .id; sin-'p 


O = ’i/ 2 - 


1 / = 0, 1. 2. n . 


Or, par un choix convenable de n s on peut toujours s'arranger de 
facon que le module positif — de la derniere integrate soil plus petit 

& a 

qu’un nombre positif donne a l’avance aussi petit que Eon vent. Le 
theoreme annonce est done demon tre. 

En particulier, si Ton a a calculer pour no module quelconque 
donne, compris entre 0 et t, la valeur de Fintegrale complete de pre¬ 
miere espece de Legendre 


— K = f ., dt 

a ° J a \ V'«SCOS 2 / — 


a o ./„ | \j a l cos-* — ott sin -1 j 

on voit que ce calcul revient a celui de Lintegrale 


r 


dt 


| sf ct'i cos-/ -r- b% sinO ! 


qui lui est egale, quel que soit le clioix que Ton fasse de 1 indice />. 
et pour laquelle le module peut etre rendu aussi petit que 1 on vent. 
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NOTE 3. 

Sur les covariants II et T d’une forme biquadratique R. 

Toute forme binaire biquadratique 

R = Cl[) Z I 4 \ Cl\ Z'[ Zo 4- 6 Cl-i Z | Z | -f- 4 #-;i o < t z !y 

ad met, outre son hessien (t. IV, p. 70) 

II = A 0 ^I -f- 4 A 13y z^ 4- C) A. 2^j g^ 4- f)A3 -g:] -1- A/, -3 .], 

un second covariant T que Ton peut definir par Tune ou l’a litre des 
egalites ( l ) equivalentes 

T= ™ [ RU 0 ^4-3A 1 ^ 2 4-3A^ 1 ^4- A 3 c*) 

— H ( CIq Z j —{— 3 Cl,\ Z | Z -2 —r~ 3 Cl o -o 1 Z ^ Cl ;j z 4 J J ? 

T =- 1 [ R (Aj zf 4- 3 Ao zj z 2 -h 3 A z} 4- A* z'i) 

Z[ 

II ( Cl i Z j 4- 3 Cl-y Z j Z-2 4- 3 Cl;i Z [ Z ."> 4~ Cl Z ij ) J . 

Dela relation p (2 « — a — b) = A~j 7444 (p. 7 ^ du t. IV), 

on deduit aisement une relation fondamentale qui lie les deux cova¬ 
riants H et T aux deux invariants £4, g z et a la forme R elle-meme. 
Reprenons les notations 

- = ~ ~f ( 11 b y = p(‘iu~ a — b); 

on aura, d’une part, comme on vient de le rappeler, 


{■) La difference des seconds membres, multipliee par ~ s x g 2 .se presente sous 

la forme RH HR et est done nulle. II peut etre bon d’obscrvcr que l’on a 
aussi 


T = ^ dR\ 

$\ds l dzt dz x dzj' 



NOTE 3. — COVARIANTS H IT T d’lNE FORME BIQUadRATIQL £ R. 

’autre part, on a 

civ 

- ~ j= j = ^ ' -■ • = cl t a a — a — b , = d 2 

t comine la relation —— - — da pent s'ecrire 

v'R<~) 

-2 Clz t — .-j dz 2 
- - = dll, 

n a aussi la relation 



Si dans la relation (2) on remplace y par sa valeur tiree de ' n. on 
btient Fegalite 

# > ^2 dzj — z, dz, __ _ R dll - li dll _ ^ 

v/R^i, -2) ~ V /R , _ 4 IR -i- IIR-— IR ? 

nais R dll —Hr/R est tine fonction lineaire et ho mo gene de dz x . dz . 2 
lont il est aise de calcuier les coefficients; le coefficient de dz : est 
^ 2 Tj celui de dz 2 est — 2 ^ T; on a done 

Z-2 dz\ — dz. 2 _ iz. 2 dzi — cIz-2 iT 

v/R(^rr ~ \ / H^ ==r 4 H* -T- cf 2 HR 2 * 

On en deduit la relation fondamentale ( 1 ), due a M. Ilermite, 

T- = — 4 H 3 HR 2 — R :) . 


( 1 ) M. Weber, EUipt. Functionen, p. i3, part inversement de eelte relation 
our etablir l’egalite ( 1 ). 
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NOTE 4. 


Sur une transformation dn second ordre qui relie les deux cas 
oii les invariants sont reels® 

Nous a vo ns signale, an n° 6 Y 2 , la transformation qui per met de 
passer d'une fonction r — p(u | co l5 io 3 ) clans laquelle les deu\ periodes 
2C-J,. 2w. sont Imaginaires conjuguees a la fonction 

\ .-.p —-—. —— ) 

dan? laquelle les deux periodes sont, l’une reelle, l’autre puremenl 
imaginaire. 11 convient d’etudier d’un pen plus pres cette transfor¬ 
mation, en raison du parti qu’on en peut tirer dans les applications. 

Observe ns d'abord, sans rien supposer sur les periodes 2 co l 
t[ue la fonction Y pent ctre regardee com me une fonction doublement 
periodique avecles periodes 2 co n nco 3 ; elle ad met alors com me poles 
doubles, dans le parallelogram me correspondent, les points 0 et 
C')! '— co": la formule de decomposition en elements simples fournit 
immediatement la relation 

, . , ( e-> — e, )( Co — e :i ) 

1 — p ( U ) ~r p ( U -4 COo ) — Co = }* 4--- 

y — c *~ 

on Ton a ecrit p u , on r, au lieu de p (u | co l5 co,). 

bn designant par E 1? E 2 , E 3 les valeurs de Y pour a =1 —, co i1? 

i.j , — (,j, 

—- 1 ^ on trouve de suite 

Ej = ‘im — 

Eo ~ — 2 Co, 

E 3 — 2 m' — Co. 


oii Ton a pose, com me au n° 59 


CO 3 -f- COi 

in — p -- 


m r =p 


CO 3 - CO 1 


= Co 4- e* — c L s/e* — e«, 
= Co — v/co— d /c 2 — c a ; 


2 



>'OTF, Y — TRANSFORMATION DC SECOND 0 Tib RE. 
oil en deduit sans peine les relations 


Y — Ei = 

Y - E 3 = 


II' — 711 O 

v — e* ’ 

i y - m ' ,2 

~- j 

r — e> 


Y — E 2 = -Y--J_—Hi 

dX __ - y — m ' y — 
d v > r — e , - 


Si nous nous placons main tenant dans !e cas ou <x,. son t des ima- 
ginaires conjugates, ia partie reelle et le coefficient tie / ttant podiifs 
clans cobles quantiles cq = A. -r- BE e z z= A—B/seront des irnacd- 
naires conjuguees. = sera reel et B sera pod tit n° 565' : 

\/e i — e ly \/‘e 2 — e z sont des imaginaires conjugates et leur produit 
V'f) A 2 -h B 2 est positif. Les formules precedentes coincident area celled 
du n° 612. Les points m et in' sont les points ([‘intersection Ye pre¬ 
mier a droite, le second a aauclie * du cereie e 2 ) dteril du point *g 
com me centre et passant par les points <?,, e ;j . Si l‘on imagine pour 
un moment que la variable Y soil figurte sur le meme plan que ia 
variable pq on voit que m, in* sont au milieu, le premier de eg. E : , ie 
second de e 2 , E 3 , et que le point Y, dont faffive est iite a cede du 
point y par la relation 


pent s’obtenir par la construction suivante : on prend le symttrique 
( n° 559) pq du point y par rapport au cercle uqb puis le s\ int- 
trique y 1 du point >q par rapport a Faxe des quantiles rtelles; en se 
rappelant c|ue (e . 2 — e x j (<? 2 — eg) est ie caret du rayon du cercle Yon 
on voit de suite que Ton a 

y _ a = i y — ed) — t y' — e* j : 

Y est done le qua trie rue sommet du parallelogram me dont pq e,, y ! 
sont trois sommets. Aux deux points pq y ! lies par la construction que 
Ton vient de dire, correspond evideinment un meme point Y; Fun des 
points vq y r est a Fexttrieur du cercle (e 2 ) ? Fautre est a Finterieur. 
Si Win des points pq y ! est sur le cercle (eg), il en est de meme de 
Fautre, et, dans ce cas, le point Y est sur Faxe des quantiles reelles 
entre e 2 et ou entre e, et E 3 suivant que la partie reelle de r est 
positive on negative. Lorsc[ue y est un point de 1 axe reel, pq etp* sont 
tous deux confondus avec le conjugue harmonique de v par rapport 
aux points /??, m ! et le point Y est sur Faxe des quantiles reelles, a 
droite de E i ou a gauche de E s , suivant que y et y' sont a droite on a 
gauche de Si v croit de eg a m , ou decroit de -r* xa m , A deciolt 
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2 -S 

de -f- sc a E|; de meme si v decroit de e 2 a 0Ll croit de — oo a m', 
Y croit de — x a E 3 . Ces diverses re marques se raccordent tres faci- 
lement aux considerations developpees aux n os 594, 595 et clans la 
Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur pent, par 
exemple, se reporter a la figure de la page 164 . pour ce qui conceime 
la correspondance entre le plan des y et le plan des u, defini par la 
relation r — p u. 

Remarquons d'abord que les deux points y, y r , qui se correspondent 
par la construction que nous venous d’indiquer, peuvent etre re gar¬ 
des comme les images de deux points i/, symetriques par rapport an 
point I (i') Z — Wj): a ces deux points u dont la so in me des affixes est 
t-j l correspondent, en eflet, deux points = p u ely'zzz ( p (a -f- to 2 ), 
en sorte que Ton a 

( y — c -2 )<y — Co j = f Co — e L ) (Co — e 3 ). 


L'image du rectangle du plan des u remplit toutle plan des y et con¬ 
duit au systeme de coupure figure a la page 164; Timage du meme 
rectangle, en vertu de la transformation 


•Y 



CO-j — t— 'JUj (0 3 - 

-r-’—r-) 


remplit deux fois le plan des Y. Si Ton separe ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de uq a w 3 , droite dont l’image dans le 
plan des r est 1 arc z l m s 3 du cercle (s 2 ), le rectangle de gauche aura 
son image, dans ie plan des y, a M ex ter Lear du cercle (s 2 ). Si le point a 
decrit le contour de ce rectangle, en passant successivement par les 
points O, — Wi), Wj, -|(co 3 H- uq), co 3 , 4-(to 3 — 03 x ) ? o, le point y 
se mouvra sur 1 axe des quantites reelles de — go a m* ; puis, sur le 
cercle (s 2 ) de m ! a s 15 de a ;?z, de m a s 3 , de s 3 a m'; puis, sur I’axe 
des quantites reelles de m' a — x, en ay an t toujours l’aire indefmie a 
sa gauche; le point correspondant Y ne quittera pas i’axe des quan¬ 
tites reelles et s’y mouvra de — oo a E 3 , de E 3 a E 2 , de E 2 a E 1? puis 
reviendra de E x a E 2 , de E 2 a E 3 , de E 3 a — oo. L’image du rectangle 
de gauche envisage (dans le plan des u) remplit tout le plan des Y. 

De meme, 1 image du second rectangle du plan des u, symetrique 


du premier par rapport au point 


- CO! 


se fait a l’interieur du 


cercle (e,) dans le plan des y, et remplit tout le plan des Y. Si le 
point u decrit le contour de ce rectangle en passani, 'successivement 
par les points co s -r- to„ f(co, -+- 3w,), to 3 , |(co 3 -+- to,), co„ i(co 3 -|~ 3 to,), 
wj-t-a.,, le point y se meut sur 1’axe des quantites reelles de a m' } 
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puis sur le cercie (z. 2 ) de m a e 3j m, z { , ni pour revenir le lonu" de 
I’axe des quantiles reelles de in' a s 2 ; le point correspondant Y decrira 
le meme systeme de coupures que precedemmenL 

On n’a des lors aucune peine, lorsqu’on subatilue dans une inte¬ 
grate definie J f(y)dy, a la variable y, soil la variable Y. soil la 
variable a, a voir comment les chemins d'integration se corres¬ 
pondent. 

An lieu de la transformation Y = ji in —-— * —-— s- on 

pent employer la transformation 

Z = pi u\ OJ ; . - Wj. 0) 3 - W; ) : 


c’est alors j= p a qui s’exprime rationnellement au moyen de Z. En 
conservant les memes notations, sauf a designer maintenant par E,, 
E' 2 , E' a les valeurs de Z pour u = to 3 -r- 2 cj 3 , to..— co l , on trouv^ 

sans peine, par exemple, en se servant de la formule d'homoge- 
neite (III 3 ), 

E' 2 = 4;E,, 

puis, par la formule de decomposition en elements simples. 


y = P ( U | 03 3 -t- t0 1? tU;> — W] ) -r p 1 U - 2 OJ3 

„ (E;- E\ )( FA—E' 3 ) __ 7 I B2 

= Zj_ ' Z-E' 


• wj 1 — Eo 


en continuant de poser 

0 = A + B L e, =-2A, = A — Bd 

On en tire 


(z “•J"-) 




( Z — E’, m Z — E Y 

l— A 

y 

~~ Z — A 7 



l r, 3 e 1 <? 3 \ f y 3 e z -4- 

~ —T-) 

dv 

I A , I A , 

\ 4 / I 

IS 

I 

dZ 

Z —A 


La construction ud point y au moyen du point Z => effectue en se 
servant du. cercie (A) deceit du point A = E' 2 = K*i^-* 3 ) comme 
centre avec un rayon egal a *B. On prend le symetriqueZ, de Z par 
rapport au cercie (A), puis le symetrique Z' de Z, par rapport a la 
droite qui joint les deux points e„ <? 3 ; le point rest le sommet oppose 
au point A d’un parallelogramme dont trois sommets sont A, Z, Z ; 
les deux points Z, Z' fournissent le meme point j. 

T. et M. — IV. 
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La transformation precedente peut etre commode quand on a affaire 
a des valeurs reelies de y\ on observera que le point u allant en ligne 
droite de o a uq 4- u> 3 , puis de aq 4- co 3 a 2 co 3 , le point Z va sur l’axe 
des quantiles reelies de 4- ce a E\ , puis de a A, et le point y 7 aussi 
sur Faxe des quantiles reelies, de 4 - oc a — 00. 

Ces resultats mettent en evidence Fexistence d’une transformation 

a- 2 4- -+- y . c 

—- rr, -—, 5 qui transforme 

ou le polynomedu qnatrieme 


rationnelle a coefficients reels oc = 

clr 


J 


une dilferentielle de la forme _ _ 

/R( x) 

degre R (x) a coefficients reels admet deux racines reelies et deux 
racines imaginaires en y, en une dilferentielle de la forme 


f /4 


( Z-E')(Z-E' 2 )(Z-E') 


On peut, en effet, d’abord changer la dilferentielle j* 


dx 


transformation lineaire en une dilferentielle de la forme 

_ dy _ 

-\!l\{y~ e v ){y — e.±)(y — e :i ) 

F>* 

3 4(Z-A)- 




par une 


on posera ensuite 





NOTE 0. — VARIATION DES FONCTIONS r. 2 Sl 


NOTE o. 


Sur le sens de la variation des fonctions 5 pour des valeurs 
reelles de rargument dans le cas normal. 

Les resultals etabiis au n° 175 , relatifs a la variation des fonctions r 
dans le cas oil - est positif et oil la variable r est reelle. deviennent 
intuitifs lorsqu’on se reporte aux formules de decomposition en fac- 
teurs (XXX 1 I 5 _ 8 ). Observons d’abord cjue, dans les quatre seconds 
membres, les produits infinis que Ton volt figurer soul formes de fac¬ 
te urs tou jours positifs qui tons varient dans le me me sens que 
— cos 2 pt: pour 5 t 4 , que -i- cos 2 r- pour 2r 2 , 2r s ; le sens de la varia¬ 
tion du produit infini est le meme que celui de ses facteur-. Le sens 
de la variation de 3 r 3 (r) et de 5-( r) est ainsi evident. Ouani a A v c) 
et a S* 2 (c), en tenant compte des facleurs sine et cos r. on voit que 
la premiere fonction augmente de o a (L) m 3r 2 (o), que la seconde 
diminue de 5 r 2 (o) a 0 , quand p augmente de o a -f; les formules 
(XXXIV 3 ) permettent en suite de reconn aitre le sens de la variation 
quand p augmente de ~ a 1. 

Des considerations analogues s'appliquent aux fonctions 
i 2ri(*V), A(zV), 2 t 3 («V) 5 2r-(fr). 

decomposees en facteurs 011 figurent slip, chp au lieu de sin r, cost. 

On reconnait directement sur les expressions de S^ur), 5 v(dj que 
ces fonctions, toujours positives, varient dans le meme sens que r; 
puis, directement encore sur i’expression de 5 4 (fr), que cette fonction 

decroit quand p croit de o a A; quand v croit de Aa L A { A) con¬ 
tinue de decroitre, comme le montre la relation entre 3 r 4 (fr) et 
S* 4 (z — iv). Enfm la formule de passage de la fonction 5 4 a la fonction 

Sq montre que la fonction 2q (iv ) croit quand p augmente de 0 a A* 
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LETTRE DE CH. HERIITE A M. JULES TANNERY. 


i. La Iettre de Charles Hermite, que Lon va lire, demande quelques ob¬ 
servations preliminaires. 

Xous avons dit (n° 198 ) que les formules (XLVIi, 2i3 ) qui expriment au 
moven de o< - q 6( t ), 7 (z) les fonctions cp(T), <|/( T ), x( t X °u ^ on suppose 
- c _ c tz ' " 

t = - en designant par <3, b 7 c, d des entiers lies par la relation 

ad — be — i, etaient dues a Hermite. 11 les a donnees sans demonstration 
en 1S 58 - La demonstration qu’on trouvera dans cette Iettre est la scale 
qit'il aura publiee. 

Cette demonstration, dans ie cas oil a, d sont impairs, b ct c pairs 
1 XX S , cas i u ), repose sur la formule 


qui est une consequence immediate des formules (XXX VI*), (XXXVIfJ 2 ), 
(XLYII2), (XXYHI3). Cette formule a lieu quel que soit t, done aussi 
quand on y remplace ^ par t. En supposant b = 2 b\ 2c = c r , on a d’ail- 
leu rs 


et, puisque ad — Uc' est egal a 1, on voit que les fonctions Sr(o| at) sont 
liees aux fonctions £f(o | 2z) par les formules de transformation Iineaire, 
coinnie les fonctions Er( 01 t) aux fonctions 2r(o | z ). Le calcul sc fait ires 
facilement au moyen des formules XLII. Pour les fonctions £r(o | t), 2t(o| z) 
on est. par hypothese, dans Ie cas i° du Tableau (XX G ); pour les fonctions 
3 (o]!2ti, 2 ?io [ 2z) on est dans le cas i° ou dans le cas 3 ° de ce memo Ta¬ 
bleau, suivant que b' est pair ou impair: mais, dans les deux cas, v est egal 
a 3 , ni m est egal a d ; e’est toujours la formule (XLII 4 ) qui s’applique et 
Ion a, en outre, a utiliser la seconde formule (XLIJ G ) et la troisieme for¬ 
mule (XLII:). En designant par z u s'" les quantites analogues a s, s'", mais 
relatives aux entiers a, b\ c', d, on obtient ainsi, en supposant a > o, 
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on a d’ailleurs, par une proposition d'arithmutique Lien eonnuo 


et, par consequent, 


C) 


S) 


6 ( t ) = 6 ( t ) i * 


i__c ( - 


-+!) 


De la relation ad be — i , et de l’hypothese que b et r sont pairs, ii rc- 
suite que les nombres a et cl sont tous deux congrus a i ou a — i mod. 4 . 
et que, par suite, a -h cl est le double d'un nombre impair: le n ombre 

c ( ~ n cst done divisible par 4, et Ton peut ecrirc finalement 


a- — ah — 1 
6 ( T ) = 'k ( t; ) i * . 

G’est la formule que Ch. Hermite etablit dans sa lettre et d'ou il deduit 
toutes les autres. Mais ce n’est pas ainsi qu’il procede. 

2 . G’est a lui encore qu’on doit les formules generates de transforma¬ 
tion des fonctions 2r; il les a donnees en 1 858 dans le Journal de Liou- 
ville. Par une analyse tres simple et tres profonde, il a fait dependre la 
constante qui figure dans ces formules, et dont le signe est si difficile a 
determiner, de l’expression ( 1 ) 



P—0 

En transformant la somme S au moyen des resultats dus a Gauss et en 
profitant des simplifications apportees a ces resultats par Lebesgue, dans 
diflercnts Memoircs du Journal de Liouville, il a obtenu des formules 
cquivalentes aux formules (XLII), que nous avons etablies sous la forme 
ionnee par M. II. Weber (Ellipt. Fund.), en partant des proprietes de 
h (t) que l’on doit a M. Dedekind. Si nous n’avons pas adopte la demons¬ 
tration d’Hermite, e’est qu’elle appartient a un ordre d’idees tout autre 
:pie celui oil nous avons voulu nous placer, mais nous croyons devoir re- 
pro duire ici cette demonstration, d’une part a cause de sa beaute, d'autre 
part pour permettre au lecteur de mieux penetrer la signification de la 
ettre de Ch. Hermite. 

En appliquant la metliode qidon lui doit (n os 273 , 274 , 381 ) pour trouver 
les fonctions (transcendantes) entieres les plus generales qui soient dou- 
Hement periodiques de troisieme espece avec des multiplicateurs donnes, 


( 1 ) Summatio quarumclam serierum singularium, 1S0S; Gauss, Werke, 
~ II, p. 9. 


284 


FONOTIOXS ELLIPTIQUES. 


on voit immcJialenient que la fonction (transcendante) entiere la plus ge¬ 
nerate qui ve rifle les equations fonctionnelles 

(n f(r — i) = i—i Y x f(v)i /O-f-O = (— 

011 a, 3 sent des 11 ombres entiers donnes, est la fonction 

I 0*-?(O = 

( 2' 

I 7*iz-a a -W rca v ^ ( az -f- S 

? - 



Findice n place sous le signe 5 indique ici, commc clans la suite, que /? 
doit parcourir la suite de toutes les valeurs entieres, negatives, nulle et 
positives. La notation 0 aj p(p), employee par Hermite, a deja ete sign alee 
dans la Note du n° 160 , oil Fon a explique comment e I le se rclie aux no¬ 
tations de Jacobi, que nous avons adoptees. 

En designant par a', (F deux nouveaux nombres entiers, en remplacant 
dans Fegalite(i>.\ v par p -+- ( 3 ')et en remettant ensuite, a la place de 

4_ l( x a ') - _l_ i(^ JF)], son expression au moyen de 0 OH _ a ' ) p_ f qp(p),. 

qui resulte de cette meme egalite (2), on trouve immediatement 


( 3 ) 0 a ,p(P-r--J P0 =e“ 






OcH-a', P+P'O’)- 


Cette formule, sauf quelques differences insignifiantes dans les notations, 
a ete donnee sans explications dans la Note que nous venons de rappeler, 
ainsi que les deux relations, evidentes sur la definition meme de la fonc¬ 
tion p), 

(if = (—i)^O a ,p(p) ? O ai p + 2 (t>) = O ai p(p). 

Quand nous aurons besoin de mettre en evidence la facon dont la fonction 
depend de z, nous Fecrirons O ai p(p | z). 

II resulte clairement du n° 178 que, si Fon designe par a, b, c, cl qualre 
nombres entiers lies par la relation ad — be = 1 et si Fon pose avec Iler- 
mite 

( >) n(p) = e ir^Ha+bx)Q rA ^ a 

la fonction n(pj ne differe que par un facteur constant de la fonction 

O ai< p s fr en designant par cc u des nombres entiers convcna- 

blement choisis. Ce premier resultat, que nous avons deduit de la thcorie 
de la transformation lineaire des fonctions o', ressort d’ailleurs aussi tres 
facilement, ainsi que 1 expression des entiers a 1} j3 l5 au moyen de a, &, c, 
d. a, 3 , du theoreme de Ch. Hermite sur la resolution des equations fonc¬ 
tionnelles (1). En effet, la formule ( 3 ) permet de calculer ce que devient 
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le second membre de I equation (5) quand on y ausmentc <• ,j e , oa 
c H— clz 

T ^ i — 3 puisque a ^ ors quantile ( a ~ bz s'aucrrnente de a _ bz 

ou de c-\-dz] on trouve ainsi, apres de? reductions faeiies, en t-nan‘ 
compte des formulas (4) el de la relation ad — be = i, 

(6) H(p ~ i ) = (— 1)^1 II(p), IX-i-T; = t—i)3, e -iT:*v—t n 'f 

Oil 

ccj = a x 4- b [3 ab, {3 1 = c x — e /3 4- cd. 

Les equations fonctionneiles qui verifient ainsi ia fonetion (' transcen- 
dante) entiere H(p) ne different des equations 11) que par le change meat 
de a, ( 3 , z en a u ( 3 1; t; cette fonetion ne pent done differer de e t * 

que pai un facteur (s, independant de p, et qu il reste a determiner. En 
d’autres termes, on a 


eteKa+bxW* = 50 ^,^ (p t ), 
ou, en remontant a la definition des fonctions 0, 

(7) ^ e iT^iu,n) — £ ^ (— i )«pi \ 1 

(«) («) 
oil Eon a pose, pour abreger, 

= -— 1 * 3 ( 2 71 -4- a)2 — n 3. 


Observons, en passant, que, a la propriete de n(p) de se reproduire, mul- 
tipliee par (—i)*i, quand on y remplace v par p — 1, correspond la pro¬ 
priete, bien facile a verifier, de la fonetion o(p, 71), qu’exprime fegalite 

cp(p -T- i , n) — <p(p. n -r- b) = 2 an -f- x L . 

II sera commode, pour ce qui va suivre, de multiplier les deux membres 
de (7) par de maniere a faire disparaitre itzvoli dans Eexposant 

de chaque terme du second membre et a pouvoir profiler tout a I’heure 

de ce que i’integrale j* e- ir ^ nv dv est nulle ou egale a 1, suivant que n est 
Jo 

different de o ou egal a o. L’egalite (7) est alors remplacee par la suivante 


(8) ^ e intyb>,n) — g 'S? (_ i)*pi e i7zT{rH-kz 1 )--T-*ixrH>' ) 

(n) W 

ou la fonetion 

a) = o(t? ? n) — r 


jouit evidemment de la propriete 

d>(r -4- 1 , 71) — dffp, 71 - T - 6 ) = 
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ou. plus generalement, de la propriete 

6(p p, n)-~ <F(p, n -u pb) = 2a 0 7 i -h abp(p — i), 
en designant par p un entier quelconque, en sorte que Ton a 

ei7Z'inv-hp,n) — Qi7i^(i’,n-+-bp) % 

Nous supposerons maintenant quc b soit entier positif; cela ne res- 
treindra pas la generalite de la solution, puisque - ^ ^ nc change pas 

quand on y change les signes de tous les no mb res a, b. c, cl. En integrant 
entre o et i les deux membres de Fequation (8) et tenant eompte d’une 
remarque anterieure, on trouve 



Le terme e iT ^ ls '^ n) de la serie qui figure sous le signe d’integration, n’est 
pas modifie si Ton augmente p de pourvu que Fon diminue n de 7 'b, ainsi 
qu il resulte evidemment de Fegalite (9); des lors, si Fon reunit ensemble, 

dans la serieles termes pour lesquels les valours de n sont 
. («} 

congrues, suivant le module b } de maniere a ecrire cette serie sous la forme 


Qi~'bW,nb) _j_ eir^ivyiib-hl) # 

ln ) In) (n) 

il est clair qu’on pourra tout aussi bien Fecrire 


v,nb-hb— 1 ) 


^|P giT.'biv-k-n,®) q n't/iv-h/iyl) _i_ # # # _j_ ,b—l) • 

( n > in) («) 

en observant enfm que Fon a 

I dv == / ^/e, 

^0 J n 

on voit que Fegalite (10) pourra s’ecrire sous la forme 


(n j 


ts e 4 ; ' 7r ' ra T 



p = 0 


e inip(p,p) 


Quant aux b integrates qui figurent dans le second membre, en se rappc- 
lant que '^(p, p) est un trinome du second degre en p, elles sc caleulent 
au moyen de la formule 


r 


e iTvlpx-+ c >qx-+-r) _ 


pr-rp 


r- 


i P 
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dans laqueile la variable d'integration est reelle et qui est \alable pourvu 
que le coefficient de i dans p soil positif, condition qui se trouve icriilee 
pour cp (p, p ) puisque le coef ficien t de p- est ab — b-z. Dans le second 
membre, ia partie reelle de — ip est supposee positive ( On trouve 
ainsi 


I 


e irMv,p) fa . 


/ — ib [a — bz) 


■~- n i b - 


( l ) Cette formule est due a Cauchy ( OEuvres , 2* s., t. VII, p. Cauchy avail 
deja apereu, pour un cas particulier, le role qu’elle pent jouer dans la tkeorie 
qui nous occupe, role que Ch. Hermite a mis en pleine lumiere dans le cas ge¬ 
neral. L’Analyse de Cauchy a peine modifiee peut etre resumee comme il suit: 

Designons par a, b deux nombres quelconques, dont toutefois le premier a son 
argument Irigonometrique compris entre — ^ et 4- et considerons fintegrale 

... 4 4 

rcctihgne 



q — iAr-f-Bi 2 


dx 


ou la variable d’integration x suit l’axe des quantiles reelles, du point x } vers 
— co, au point x x vers 4-cc. En posant t = ax 4 - B, on remplace cette integraie 
rccliligne par une autre integraie rectiligne 


I ' e_!5 dt ’ 


dans laqueile la variable d'integration t decrit la droite qui va de t 0 = ax i} 4 - b a 
C = ax 1 B. La fonction e~ tn ~ etant holomorphe dans tout le plan, il sera evi- 
deminent demontre que fintegrale precedente differe tres peu des integrates rec- 
tilignes 



e~ 1 ' dt , 


e~ l ~ dt = » 


si fon prouve que les deux integrates rectilignes 

i f t °e- tt dt, T 1 e~ l - dt 

sont tres petiles. Il suffira de considerer la seconde. 

Lorsque la variable t - R&? decrit le segment de droite qui va de x x a 
C = AX i 4 - b, son argument ?, d’abord nul, augmente en valeur absolue, jusqu'a 
ce que t soit en t v D’ailieurs, comme x t est infiniment grand positif, fargument 
de t 1 differe infiniment peu de celui de ax { ou de a; fargument de l reste done 

infericur, en valeur absolue, a unnombre w < on a done, sur la droite qui va 

fl C 00 1 cl 1 15 

| 1 < e“ ft ? cos2a) (cos 2 o) > o), 

ca designanl par le minimum de R. L’integrale est done moindre que le pro- 
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2$S 


nil 


on suppose 


A = e '-¥U{u + bXi 


utb~+ aOL n —\-^b a[3+ 2 ab 30 

e \b 


On en cleduit par un calcul aise, dans lequel on a toutefois a tenir compte 
de la condition ad — be = 1 , 

So 

(S = — ~ 9 

yj — ib{a -+- bz ) 


ou l’on suppose la partie reelle du radical positive et oii 



et 


g—\ i iz \a c et” -f- 2 be a {3 -+-&f/{3 2 -h2 a/; (c -+-rt & 2 H > 


3. La $omme S s'evalue au moyen des sommes de Gauss ( 1 ). Nous don- 
nons, dans ce qui suit, toutes les indications relatives a ces sommes, ne- 
cessaires pour retrouver les formules definitives d’llermite. 

On appelle somme de Gauss une expression de la forme 

_ . a . 

yry ‘utz y r- 

2 sd e > 

(/•^ 

ou a et b sent deux en tiers (positifs ou negatifs) premiers entre cux, cl 
oii r, l'indice de sommation, doit prendre j b | valeurs enticres incongrues 
suivant le module b, que nous designerons par r Q , r u .... /'a-i, par exemple 
les valeurs o, 1 , 2 , .... \ b\ — 1 . 11 est clair que la valeur de la somme ne 
depend pas du systeme choisi pour les no mb res r 0 . r 1? .. ., /v-l- 


duit de e _R i cos2w par la longueur du cliemin d’integration qui est evidemment du 
meffie ordre de grandeur que ip; or le produit ipe -11 ? 0053 ^ lendant vers zero 
quand Rj augmente indefiniment, la proposition est demonlree et Ton a 

/ e—' IAJ?+,BtS dx — - j e-*--dt — - sjr.. 

J — 35 •/■—CO 

Supposer que Targument de a est compris entre — ~ el e’est supposer 

que la partie reelle de a 2 est positive. On remarquera enfin que a est celle des 
racines de a 2 dont la partie reelle est positive. 

Le resultat annonce est completement justifie dansle cas particulier consid^re; 
1’extension au cas general est immediate. 

( ! ) Summatio quarumdam senerum singularium (Werke, t. II, p. ri). 
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Les proprietes suivantes de la fonction o{a . b apoaraissent 
ment ( 1 ) sur la definition. 

Qiiand on change de signe Fun on 1'autre des nombres a. h 
o{a, b) est remplacee par la quantite conjuguee. On nechan^t 
en remplacant a par un entier a' congru a a suivant le modu 
htant donnes les deux entiers a, ct', premiers a b . s'il existe 
tel que Ton ait 

ci' =~ m- a (mod. b i. 

on aura 

o( a', b) = o(a,b )\ 


lmmediate- 


;a 

P a = 

le b, 
un . 


quantity 
■ o> a. u 

entier m 


car jn etant forcement premier a b, Tensemble des restes. pris suivant le 
module b, des nombres mr est le me me que 1’ensemble des restes des 
nombres En particulier, si Ton a 


on aura 


On a aussi 


a =s in- (mod. b i, 
o( a, b ) = o(i ,b). 
o(a, b) o(b, a) = oil, ab). 


Le produit cp(«, b)o(b, a) est, en effet, egal a 


a-r- -I- b^r' 2 _ ^ 2/r ( ar -f- hr’ ,2 
ab Jmd e ab ’ 

r,i" r, r’ 

3ii 7' doit prendre \ b\ valeurs incongrues suivant le module b, tandis que 
,J prcnd separement | a | valeurs incongrues suivant le module a : dans ces 
conditions, ar-^-br' doit prendre [ ab | valeurs incongrues suivant le mo- 
lule ab ; le produit cp(a, b) o(b, a) est done egal a o(i, ab). 

On a aussi 

/— £ — I— £ ^ 

o (i, a) = sja i l ~ a - j, 

:n designant par \Ja la valeur positive de la racine si a est positif, et en 
upposant sj a = — i\sj — a j si a est negatif. II suffit d’etablir cette pro¬ 
position quand a est positif; la seconde partie resuite, en effet, de la pre- 
liere, en changeant a en — a, et se rappelant que cp(i, a) est alors rem- 
dacee par la quantite conjuguee ( 2 ). Kronecker a montre ( 3 ) que Ton 



(’) Voii' Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheo7'ie von Lejeune-Diricklet, 
B ed., p. a 9 3. 

( 2 ) Cette proposition, resume divers cas enumeres par Gauss dans le Memo ire 
ite et qu’il a traites d’une facon purement algebrique. 

( 3 ) Monalsberichte cler Berliner Akademie , iSSo. 


FONCTIOjN'S elliptiques. 


290 

obtient rapidement la formuie relative au cas oil a est un nombre positif, 
en ecrivant que l’integrale 



prise le long d’un contour qu’on va definir, est egale a 2111 mulliplie par 
la somrae ties residus de la fonction sous le signc J relalifs aux poles r, 

•>.- . . Tl i. situes a l’interieur tlu contour. Gclui-ci est, un rectangle sy- 

metrique par rapport a 1 ’axe des quantites recllcs, dont un cole, sitin' sur 
Faxe des quantites purement imaginaires, va tlu point Ires eloign e 

vers le bas, au point jq situe tres haul; le cote parallele a eelui-la passe 

par le point pour eviter le pole 0, on decrit cle ce point com me centre, 
a l’interieur du rectangle, un demi-cercle de rayon tres petit, et Ton sup- 
prime du rectangle l'interieur de ce demi-cercle; si a est pair, — est un 

pole que Ton evite de la meme facon; les demi-cercles ainsi decrits entrent 
naturellement dans le contour. II est aise de voir que la parlie de I'intc- 
grale qui correspond aux cotes paralleles a l'axe des quantites reel les est 
negligeabie, quantl jpq | est tres grand. On parvient aisement, quand a est 
impair, a la formuie 


a — 1 


2 


e 


i'TZr 

a 


-i- [i— (— 



2/7T.V- 

"~ 7 '“ dy. 


et la methods meme permet d’affirmer que Fintegrale rcctiligne qui figure 
dans le second membre a un sens. En multiplianl par 2, remarquanl, que 

dans la somme Z e a , etendue aux valeurs r = 1, 2, ,.., a — 1, les lermes 
a egale distance des extremes sont egaux, changeant enfin y en x sju^ il 
vient 


2 \fa [z — (— i) a +i] I Q-zinx*- c ix = 

•A 



2 1 71 r- 
a 


La valeur de 1 ’integrale definie qui figure dans 1 c premier membre tie 
cette formuie est -j-(i — i ); elle se deduit immediatement de cello de fin- 

tegrale / cLt qui est, com me on sait, egale a q /tc; elle resulte tfail- 
Jq 

leurs aussi de la formuie meme, pour a = 3 . On irouve fmalement 


2 


2 iizr 


e a 


0 


= \Ja 


1 -4- 1 1 
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(Test le resultat an nonce; ii subsiste pour a pair, com rue on le \>,ii =an? 
peine en reprenant les calculs, apres avoir modi fie, com me on ia exoiisne. 
le die min d'integration. Le fait, que s(i, a\ est nul, quand a est eon an: 
a a (mod. 4 ) et n’est pas nul quand a n'est pas congru a *2 mod. j . se re¬ 
con nait directement. 

Posons maimtenant, en supposant que b ne soil pas contra a > 'mod. 4 . 
o(a : b) — ( a, b i g! 1. b ). 

cl cherchons a determiner la valeur de (ct. b) qui n'a de sens que sous ia 
condition precedente. 

On observer a d’abord que, en n ertu de cette definition, O, b » = 1, que. 
en vertu des proprieles de b ), on. a \ a,b) — (a\ In quand a et a' 

sont congrus mod. b ; enfin qu’on peut, sans changer la valeur de a. h 
sup primer de a tout facteur carre parfait qui s’y trouverait. 

En supposant qu’aucun des deux no mb res a, b ne soil congru a 21 mod. 4 . 
be^alite o (a, b) o( b, a) = 0(1, ab) et l’expression de oil. cn fournissent 
de suite la relation 

(l -S- i) 

( ia ) (ci, b ) ( , Of) z a ,h j (££ — IK l )— 1) ( j _i_ [a{b 


ou Zd [j cst egal a 1 si bun des nombres a, b est positif et a — 1 si ces deux 
no mb res sont negatifs. Cette egalile se reduit a 

(a, b) {b, a) — t u j, 

si Tun des nombres a, b est de la forme 4 ” 1 > et & 


(a, b) (b, a) = — z u j, 

s’ils sont tous les deux de la forme 411 — r. done enfm a la forme 

fo-l) b — 11 

(a,b)(b,a) = ( — 1 ) 4 


si l’on sail seulement qu’ils sont Lous les deux impairs. 

Supposons qu’on vcuille calculer (a, b) dans le cas oil b est impair. On 
pent toujours supposer a impair et moindre que b en valeur absoiue, car 
il exisle toujours un nombre impair a! congru a a i mod. b i et moindre 
que b en vaicur absoiue, e’est le reste positif de Ia division de a par b si 
ce reste cst impair, et, dans le cas contraire, ce reste diminue de b: on 


'emplacera a par a . , , , , 

Supposons done a impair et |«|< 16 |; 1 ’egalite precedente ramene le 
jalcul de («, 6) a celui de (b,a), et le calcul de ( 6, a ) se ramene ensiute 
'online on vient de l’expliquer, an calcul d’un symbole i b, a), ou b est 
impair cl ou |6'|<M- En continuant de la meme facon on voit que le 
.alcul de (a, b) se ramene an calcul d’un symbole de la forme <=.,*>■ 
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nil x est impair, positif 011 negatif, et que l’on a 
( a,b) = ± 1 1, * )• 

D’ailleurs ( 1, x) = 1, et Fon a 

( - I, X ) 

en prenant le signe superieur 011 infericur suivant quc a est positii 011 ne- 
gatif, coniine on le voil en recourant a la \ aicur deo(i,a), et en se rap- 
pelant que o( — 1. a) n'est autre chose que la quantile conjiiguee do o( 1 ,xj; 
x ctant impair 011 voit que (a,b ) est egal a zb 1. 

Les calcuIs que Ton vient d'indiquer soni tres analogues a ceux du n“ ; 
en se reportant a ee que Ton adit alors, le lecteur verra de suite que Fon a 


p ( — 1, x ) 
0(1, CL) 


= 


( a , b) = 


toutes les fois que ce dernier symbole est defini, c’est-a-dire lorsque b est 
impair et que les deux nombres a, b ne sont pas tons deux negalifs. Nous 
avons.en effet. etabli relativement au symbole ( a, b) toutes les proprieles 
relatives au symbole de Legendpe-Jacobi, saufla propriete (a, b ) — (a, — b ); 

or celle-ci resulte de ce que ( a, b\ est reel et de ce que ?^ change 

© (r, b ) 0 

en la quantite conjuguee. c’est-a-dire ne change pas, quand on change b 
en — b. 

Supposons maintenant a impair et b divisible par 4. La formule (12) 
donne alors Fune ou l’autre des deux relations 


(a. b)(b,a) = (a,b)(b, a) = — iz Utb , 

dontla premiere est valable si a est de la forme 4 ;i - hi, la seconde si a 
est de la forme 4 n —1. Le symbole (b, a) se calculera coniine on vient de 
Fexpliquer; a etant impair, il est egal a ±1, en sorte que Ton a iinale- 
ment 

(a 7 b\ = z a>b ( b, a ) ou ( a, b) = — U u ^(b, a) 

suivant que a est de la forme 4 n -4- 1 ou \ n — 1. 

En resume, on sait calculer ®{a,b) toutes les fois que b est impair ou 
divisible par 4 et sa valeur est zb i ou zb f; quand b est le double d’un 
nombre impair, o(a, b) est nul. 

Nous avons a appliquer ces resultats au ealeui de la somme 

0 =b —1 . 

I'Ka ( 1 \S 

S = ^ e t 

P “0 

oil b est un entier positif. 

Supposons d’abord que b soil pair. On reconnait de suite que Pelement 
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le ia somme ne change pas quand on remplace o par i;l nornbre nui lui 
soil congru (mod. b) et qui, par suite, est de la mcme parite: d'aillenr-. 
quand p prend les valeurs o, t, o, . b z — \ b prcnd un se-icrnc 

de b valeurs incongrues (mod. b s, et, puisque la somme ^ e ne de- 

pend pas du systeme de b valeurs incongrues que parcourt r. <>n volt de 
sui te que 1’on a 



r =0 r —0 


On n’a alors, en supposant b = z /l bi. b { impair, qu'a appliquer les regie- 
preccdentes et, en outre, quand h est pair, la formule bien connue dans 
les elements de la theorie des nombres , 



pour trouver les resultats suivants, dont le lecteur constatera sans peine 
l’identite avec ceux que Gh. Hermite a donnes dans son Memoire et qui sc¬ 
roll t rappeles dans sa Lettre. 

Si h est impair, on. a 



si a == i (mod. 4 i; 


si a = — i (mod. 4)- 


Si h est pair, on a 


+ 1 —{a--U <' Cl \ + 3i /— a\ . , . 

S = s/be ‘ 8 ( —-) = sjb e 8 \T“r si a = iunod..|), 


S = s/be* (rt3 " i " 11 (> si 4 n 


11 reste enfm a evaluer la somme S quand b est impair. Ayant determine 
les cntiers m et n tels que 1’on ait a = mb - 8 n, et remplacant a par cette 
valeur dans l’expression de S, on trou\e sans peine 



puisque 7i est premier au nombre impair b. On n'a plus qu’a reroplacer 
cp (n 3 b) par sa valeur. 


2 94 
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S l -Jean-de-Luz, villa Bel-Air, a/| septembre 1900. 

Mon cher ami, 

Je viens degager ma parole et m’acquilter bien tardivemenl, 
il me faut 1’avouer, de ma promesse cle vous demonIrer les for- 

mules concernant les quantiles o ^ ^ ) donnees dans men an- 

cien article Sur Vequation da cinquieme degre. 

Le bon air de la mer lira aide a s arm on ter la torpeur qui 
faisait obstacle a mon travail; j’en profile pour ecliapper aux re¬ 
in or ds de ma conscience, et, en pensant cjue vous avez sons les 
yeux cet article, j’aborde comme il suit la question. 


Mon point de depart se trouve dans les forma les de la page 2 et 
de la page 3 , qui donnent les expressions de \/fi et de \/A J comme 
fonctions uniformes de 011 plutot de t, en posant t —et, 

parmi ces formules d’une extreme importance dont la decouvcrle 
est due a Jabobi, j’envisagerai pour mon objet la suivanle, a savoir: 




1 — ^q ~ iq*-T- .. 
1 — 2 q' 1 —- ‘iq$ — . . 


E(-- i) n q nt 
______ 


(ji = o, zt i, d= 2, ...). 


J y introduirai tout d’abord la quantile t, en me servant, au lieu 
des fonctions 0 , H, . . ., de la seric 


0 2 .S ( e ) = Si • 


0 / re f (2 n + a) 2 + (.2 n 4 - a) v 
■ i \ J e J 


(n = o, zb 1, zb 9., .. .) 


[voir mon article Sur quelques formules relatives ci la trans¬ 
formation des fonctions elliptiques (Journ. deLiouville, 1808)], 
et j’ecrirai 

’t/k’ — . 

0 0il (o|2T)' 

J’ai pose, comme vous savez, 

\/k=zo(z), \fk' = 40 ); 



• <h \ 


0,, i i 


jh 

■ T-\ 


a ^ bz. 




■dz_ 


Dans cclle egalite, a, b, c\ d designent des entiers assujettis h D 
eon cl i lion ad — be = i ; je fais la supposition qu'ils appartiennent 
an premier cas ( p. \ ) i '). 011 h cl c sent pairs, a et d impairs, el 
je forai 


h = >b\ 


nous aurons ainsi 


• elz 


%A ( O 


• dz 


a — bz 


ct bz 


f bj,l ( 0 


- d.'iz 


i a -f- b 


el, comine nous eonservons la condition ad — H c = i. la ques¬ 
tion se Irouvc r a me nee a celle qtii concerne la transformation de 
la fonction Q a ,p(e). Dans [’article cite tout a Hieure. j\d oiitenu 
les resullals suivanls, dont je vais fa ire usage. 

Soil, en general, pour des valeurs queleonques de a, b . <\ cL 

a, — a a b 3 -f- ah, 

P, = C7. - - <r/3 — cd , 

^ _ ‘dl a- 4 - -2 -f- bd^- — -l abc y.~1 abd 'i-^-ab-c 

o = e 4 • 


puis, en supposant b posilif, 


S = X e b 


( o = o. i. a.6 — n, 


sa 


V / — lb (CL -^bz) 


le signe de la racine carree etant pris de maniere que sa partie 
reelle soil positive. Nous avons l’egalite 





et nous en eonclnons, pour r = o, 



( ! ) Gas i° du Tableau XX G . 
T. ct M. - IV. 


20 
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La condition de b posilif pent toujours s’oblenir cn ciiangeanl, 
comme il est per mis, le signe des qnatre en tiers a 1 b, c 1 cl. Cela 
etant, la somme S s’exprime comme il suit, au mo veil du sym - 
bole ( ~J de ia tlieorie des residus qnadratiques. 

Stipposons (en premier lieu) que b soit pair. Je ferai b = :>/ 1 b { , 
hi etant impair, et 1’on aura, suivant que I’exposant h est pair on. 
impair ( 1 ), 

_ / (i \ -— \it -f- 1-1-3 id -+-1) - ~f~ {h ! 1) " J 

s=/ n^rr 8 


S = v / A('^) 


En second lieu, supposons b impair; alors on pourra determiner 
deux n ombres en tiers in et n par V equation 


a = mb — 8 n. 


et Ton aura 


s = yb (t ) 


n\ ~-[{b-l)-- 2 w} 


Je vais fa ire, en entrant dans tons les details du calcul, Impli¬ 
cation de ces for mules aux quantites 


^0,1 ( 0 I 


a-h b~ 


Je supposerai qu’on ait 


asi. b == o, 


C —{— fl,'Z 


= o, d == i 


( mod. a). 


Ce sera done le premier des six cas qub’l faudra considerer; nous 
verrons bientdt que tons les autres s’en deduisent immediatement. 
Soient d’abord a = o, 3 = i • Des deux nombres 


«i = & -r- ab , 

Pi = d -f- cd , 


le premier est pair, et meme multiple de 4, le second est impair. 
Ayant done en general 

^ 2 a 5 2 t 8 -+-i( r | 'c) = (— 1 ) a Oo i ( ^ 1 x:), 

( l ) Le Memoire du Journal de Liouville contient ici une faule d’imprcssion 
tes mots pair et impair ont ete transposes. 



nous en eonciuons regalite 


0 lt j (o j z> = e J) 0 2 1 o 


iz^ 2 \ 

\a-b-.) 


J’ajoule qu’on pent mettre sous une forme plus simple la quan¬ 


tile 


-- bd —2 abd — ab-c 


qui entre dans la valeur du faeteur 

S' 


v' — ib (a — b~ ) 

Des hypotheses faites sur les entiers a : b, c, d resulte, en eflet. la 
congruence 

bcl ~ 'icvbd — ah-c == — bd » mod. 8 . 

ce qui permet d’ecrire 


, , . , f . / 1 c' — d.‘xz \ , j , _ h 

Si nous passons ensuite a la quantile i \ 011 0 ~~~~ 

et c' = xc remplacent b el c 7 a et d ne changeant pas, on a 

ab\ 

S; ~ d ~~ c'd ; 

le premier de ces deux nombres est encore pair et le second im¬ 
pair, mais a' n’est pas necessairement divisible par 4 , et, par con¬ 
sequent, oil a l’egalite 

e«,.(olaO = '-0 2 

oil S' represente ce qne devient, dans ce second cas, le faeteur e. 
Designons aussi par o' et S' les nouvelles valeurs de o et de S; 

on aura 


e’est-a-dire 


G': 


et nous en concluons 


\J — ib’ [cc -T- b .2z) 
S'o' 

z — - J 

\/ — v ib ( a -T- bz) 

& _ S'o' 
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Jc m’arreterai a cetle fonnule, cl jc rcmarquerai cn premier lieu 
(jue. eu passant de S a S', le n ombre b est remplace par-. II cn 
resulle qne. a\ant pose h — 'i h b x , Fexposanl h varie dc Fane a 
Fa litre d'nne unite. [Je supposerai cFabord h > i.] Cela elanl, la 
comp a raison des valeurs de S el dc S' nous donne l egahle 


cFoii resuhe 


S' -7^ 


r-- ii t 


h'+ah' i 7 C . 

„ . , , . . ,—r,— ■, /. ~ r >/, + al>) 

Ceci pose, ecrivons le tacteur [— i) - sous la lorme c * 
ei empiovons Fexpression de o', a savoir 


- (!/{/-+-2. ab'd-hed/- c') -— (bd 2 ttbd -I- ctb ' c) 

0 — e 4 — e 8 


on aura am si 


C 1 ~ [a 2 — l -f 2 b ( l ~\- u) ~~ 3 bd — 2 a bd —a tr c ] 


( — 1) 

Or on verifie facilement la congruence suivanle 
• V . a b (i — a ) — j bd — ictbd — ah- c — — ctb (inod. iG ) ; 


faisant, en diet, passer tons les Lerines dans an metric me mb re cl 
divisant par b 7 cjui est pair, elle pent s’ecrire 

d i — ad) — 3 (a — cl) — abc ;- o ( mod. 8 ), 


puis, d’apres la condition ad — be = i, 

— a be — 3 (a — cl) — a {acl — r) ^ o ( mod. 8); 
mais b ei c etant pairs et a impair, on a 

a be o, a~ i (mod. 8 j; 
elie deviendra done simple men t 

4 {a — cl) o (mod. 8), 

ce qui a lieu, en diet, a etc/etant impairs. Nous avons, cn conse¬ 
quence, 

h 4 -fib’ / 7T „ 

r- •l 



LET THE DE C1I. IlEIOiiTE A 31. JILLS TAX \ LK \ . 

.\ous obtenon* en suite. au moyen de 1* expression e' 
point de depart, 

t , ( _ } _ . <} . ; ■ «> " 1 
* o,, n o 1 •> - 

la relation iondamentale 


(t) 


; r- — d~ ' 
a — bz 1 


[ Lorscpie Fexposanl h est epal a i. b % e>l epa: a // ri F; ml 
dc S' n’est plus ie memo; cependant la meme rdalien .-nb- 
loujours; on a, en efTet, comine lorsqne It eta it pins -rand q:o 
I’eipdite 


el, a cause de la congruence pY;. qu 1 pent se melIre sous la for 
bd -+- a ah d -r- cib - c b ( 3 a - - 2 — 9 d i • hi *»d. i (] . 


on pent encore ecrire, en reinplacanl 6 par 2 b\ 


o' — r 3 a -- 2 — -2 di b 

- — 6 ‘ 

0 


m a i s ici, pour cal eider S', on doit com in nicer par determine! 
en tiers m et /?., tels quo Ton ait 


a — m b’ — 

- 8/0 

a aiors 



! -2 m) 

S = x / 7 l'(~~)e»" 

-3 ah’— 1 2 — // 


Ida tenant compte enfin des relations 



oil 

M = 2(3 a -O 2 — 2 d)b’— 2 m — 2 — MaU — 1 f- -8- b' 2 ~ i-r 4 b {a 




ooo 
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en red ti is ant on trouve 

M z-z /fi a — d — ‘i) IS — 2 7n — (> — 3 a - IS' 1 -r- b ' 1 : 

a cause de la relation ad — be = i, ou b el c soul pairs, on voil 
que les nombres impairs a, et d sent congrus (mod. 4 ), cn sorle 
que Ton a 

j (a — d) ==h o (mod. 10); 

les congruences 

8 b’ ---- 8. a 1 =- = in 1 b' 1 , m-IS’* — m 1 (mod. i(>) 


sont e video Les, et i! en re suite que Ton a 

i\I = e — o. ))i ~~ 3 ni 1 b’ 1 ; 

or cette derniere expression est congrue (mod. 1 6 ) a 
a'- — '.iab' — i == m- b' 1 — an? IS- - - i. 


puisque la difference 


est egaie a 


2 m — 3 tn 1 -- Z/- j — ( ni - IS- — 2 mb ' 1 - - r) 
'im^IS 1 — i ) — (b' 1 -r- .3 ) ( tn ' 1 — 1) 


et que m et U sont impairs. La relation fondamentale (I) est done 
etablie quels que soient les no mb res pairs b et c. ] 


On en tire les deux sjstemes de form ides eoneernan t les fo mo¬ 
tions cp (V) et 6 (t) pour tons les cas que presenlent les entiers 
(t - b , c. e/, pris selon le module Ces cas soul mdiques dans 1 e 
Tableau suivant, que j’ai donne dans moo article Stir dlufna¬ 
tion du cinquieme degre (M : 


i 1 ) loir la Note 1 de la page 63 du Tome IL Les cas [I et V de [termite cor¬ 
respondent aux cas que nous avons designes par 5° et a 0 . 
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1 [ 0 


i O I 


VI.| o i i 


Kn premier lieu, je change, dans liquation (T.. 7 en — - el o, 
(), o, d en b, — a, d, — c; on trouve ainsi (D 


Dans la raeme equation, je remplace enstiile t par t— 5, a el c 
par a (> et r -j- e/; il vienl 


1 (c-\- ch _ _J_ -jf ctr-al>- 1 


(l —i— (j*z 6 ( T I 


Passant a I’equation (II). je change :en:-i. a et c en a — b el 
r - - d, cc qui donne 

( C —;— (fc\ 7 ) 


(!V > ’k"' 

Je con tin uc en remplaeant, dans (V), t par — get a, b : c\ d 
par b : ~~ a, d, — c, et j’obliens 

/ c -hdz\ I jf(b'--ab~i, 


(i) En tenant compte ties formules (,XL\ ) 
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FOJN'CTI ON s Si LLI V TI Q U KS. 


Pour avoir Ic systeme conipleL cles lonnules ohercltecs, if 
me reste plus qu'a changer clans or Lie equation 7 en 7 —■ 1 , a <> 
en a — b el r cl; on a a in si 


i HI 


dvW " 7TT) 


en employ ant JVga 




7T 


8" ?J. 

'b ( 


) 

) 


A oiei main tenant les res u! Lais re unis et mis en regard des 
cas ennmeres dans le Tableau precedent ( 1 ) : 


r. 


-f-bv/ 

— d 7 ) 

/ 7C „ 

- l) 

r 8 

11 . 


CZZ) 

= 0 ( 7 ) 

/ TC . . 

- (C>- 1 -a!> - 1] 
e 8 

in. 



_ 'dT) 

? (T) 

/7T 

- 

e 8 , 

IV. 


( c + d --\ 
\a -h bz) 

_ ? ( ' ) 

C 8 , 



' c — ch\ 

t 

-• (W~ hub — 1) 

>. 

q rt ^ bzj 

•in t ) 

e 8 , 

VI. 


\ a — bz J 

1 

“ ?(t; 

in , 

— f/>- - ah — n 
e 8 


J’ai a v joindre enfin les fomuiles qui coneenicnl la (oncl.ic 
?(':■ Je remplacerai a cet ofiet a, A, c, cl par — r, -- <•/, <y, A; o 
change ainsi 


a bz 

et aux clivers cas 

(I), (II), (III). (IV;, (V;, (VI » 

se substituent ceux-ci 

(P>, (I), (VI), (V), (IV), (HI). 


P) Ce sont les formules numerotues (XLVI,). 


LhTTRE DE Cil. IIEH3IITE A 31. Jl'LES TANNERY 

Nous avons ainsi ce second systeme de relations 



.] observe enfin que les deux series de form ales etablies. dans le 
cas oil b est posi lif, su bsisten t dans to us les cas, com me on le volt 
on changeanl <7, b, c, d en — a , — b : — c, — d. 

Avec ime rectification pour les equations (III) et i 1 \ o Jdine 
inadvertance qui me sera echappee, ce sont bien les resultats qoe 
j ’ a i indiques et donl je me reproclie d’a voir tant tarde a vous 
donner Ja demonstration que vous m’avez demandee. Mais cette 
demonstration, je do is le reconnaitre, opere peracto , ne me 
con ten Le point : ell e est longue, indirecte surtout: elle repose en 
cntier sur le ha sard d’une formule de Jacobi, oubliee et com me 
perdue parmi tant de decouverles dues a son genie. Je vous Fen- 
voie, moil cher ami, vctleat quantum, en vous informant que je 
serai revenu dans quelques jours, et a votre disposition pour tout 
ce que vous aurez a me demander. Et nous causerons aussi d'a litre 
chose que d’Analyse, nous argumenlerons, nous nous disputerons. 
De ilia proximite de FEspagne je rapporte des cigarettes d'Espa- 
gnoles3 si vous ne veniez pas en fumer avec votre collaborateur 
d’aujourd’liui, votre professeur d’autrefois, c’est que vous avez le 
coeur d’un tigre. 

Tuns et imo et toto corde. 

Ch. HERMITE. 


FIN DU TOME IV ET DERNIER. 
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